- EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES VECTORIELLES

Dans tout ce cours, F désigne un K-espace vectoriel de dimension 7, I un intervalle de R

CADRE ET NOTATIONS

Définition 70 (Cadre et solution)

I estun intervalle de R, n € N*.
— cas vectoriel : soit a € €0(I, .2 (F)) et be €°(I, F). On appelle solution de

(B):y' =a(®y+Db),

toute fonction y : I — F de classe € telle que, pour tout £ € I, y'(£) = a(1) (y@)+b(@.
— cas matriciel : soit A € €91, My, (K)) et B € €°(I, My (K)). On appelle solution de

(B):Y'= A()Y + B(1),

toute fonction Y : I — M, (K) de classe % telle que, pour tout £ € I, Y/(£) = A(£).Y (1) + B(2).

Dans la suite, on désignera par (E) : y' = a(t)y + b(¢) et (H) : y' = a(t)y, I'équation homogene associée.

Proposition 119

— Si yp est une solution de (E) alors y est solution de (E) si et seulement si y — yp est solution de (H).
— les solutions de (E) s'obtiennent comme somme d’une solution particuliére de (E) et de n'importe quelle solution de (H).

THEOREME DE CAUCHY ET CONSEQUENCES

Théoréme 27 (Cauchy-Lipschitz)

Soit tp € I et yg € F. Il existe une et une seule solution sur I au probléme de Cauchy :

{ ¥y =a®)y+b()
y(to) = yo

Proposition 120 (Conséquences du théoreme de Cauchy)

soit fp e I
Sy — F

y = yl)
— notamment dim.¥y =dimF = n.

— l'application Oy, : { est linéaire et bijective

Proposition 121 (Structure des ensembles de solutions)

— I’ensemble des solutions %y de (H) : ' = a(t)y est un espace vectoriel de dimension n
— I'ensemble des solutions .7 de (E) : y' = a(#)y + b(t) est un espace affine de dimension n dirigé par .y.
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SYSTEMES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Théoreme 28 (Systemes a coefficients constants)

— Lunique solution de x' = ax (ol a € £ (F)) vérifiant x(tp) = xq est la fonction x : ¢ — exp((f — fp) a) (xg).
— Lunique solution de X' = A.X (o1 A € My, (K)) vérifiant X (ty) = X est la fonction X : t — exp((£ — p) A). Xp.
— Les solutions de X’ = AX + B(¢) sont les fonctions

t
t— exp(tA)Xp + exp(tA)f exp(—uA)B(u) du.
)

Théoreme 29 (Cas diagonalisable)

Lorsque A est diagonalisable, si A1,..., 1, sont les valeurs propres et V1,..., V;; une base de vecteurs propres associés, alors les fonctions f; : t —

n
ehit V; forment un systéme fondamental de solutions de X’ = AX. Toute solution s’écrit donc X : t — Z a; ehit V.
i=1

¢° METHODE - RESOLUTION PRATIQUE LORSQUE A EST DIAGONALISABLE

— A=PDP ! avec D diagonale

— Léquation X’ = AX + B() se récrit P~1 X' = D(P~1X) + P"1B(1),

— onnote Z() = P"1X () et C(t) = P~1B(1) : on obtient Z' = DZ + C(1)

— cette derniere équation donne n équations indépendantes. On résout et on revient a X avec X () = PZ(¥)

Remarques :
— Lorsque I'équation est homogene, on n’a pas besoin de calculer P!,
— Laméthode se généralise en trigonalisant. On commence par résoudre la derniére équation puis on remonte avec les solution précédemment
trouvées.

Exercice 1

Résoudre les systemes différentiels suivants :

X = x+ay+el . X =ty X = x+y-z
a) { ¥y = ax+y+el (@eR) b) { y = -tx ©) { y = x-y+z
Z = x+y-z

Exercice 2 (CCINP MP 2021)

1 0 2
SoitA=|0 1 O0].
2 01

1. Justifier la diagonalisabilité de A. Donner une base de vecteurs propres.

2. Résoudre le systeme différentiel (x' = x+2z,)' = y,2' = 2x + z).

II. EQUATIONS DIFFERENTIELLES SCALAIRES D’ORDRE 1

Proposition 122

Soient a,b € (50(1, K). On note A une primitive de a sur I. Les solutions de y’ = a(t)y+ b(t) sont les fonctions

¢
y:t—KedO 4 eAmf bwe AW dy, ou K e K.
ty

Exercice 3

Résoudre sur les intervalles de R, les équations différentielles suivantes :

a) (1-x)y' +2y=2 b) xy' +2y= 1+x > o x|y +(x-1y=x?
x
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I11. EQUATIONS DIFFERENTIELLES SCALAIRES D’ORDRE 2

GENERALITES

Proposition 123 (Théoreme de Cauchy-Lipschitz)

— Soient a, b et ¢ des fonctions continues sur I, xg € I. Pour tout «, § € K, il existe une unique solution sur I a
¥ +ax)y +bx)y = c(x) avec y(xg) = a et ¥ (xg) = .

— Lensemble des solutions sur I de y”’ + a(x)y’ + b(x)y = 0 est un espace vectoriel de dimension 2.
— Lensemble des solutions sur I de y" +a(x) y’ + b(x)y = c(x) est un espace affine de dimension 2.

Définition 71 (Wronskien)

filx fz(X))

— Soient fi, f> deux solutions de (H) : y" + a(x)y' + b(x)y = 0. On appelle matrice wronskienne de fi, f> la matrice W (x) = ( o
1 2

et son déterminant w(x) est appelé wronskien.
— Onaw(x) = fi(x) f}(x) - f2(x) f{ (x) et w' + a(x)w = 0.
— Le wronskien est soit toujours nul, soit il ne s’annule jamais.

Proposition 124 (Caractérisation d'une base)

Soient f1, f> deux solutions de (H). On a équivalence entre
1. {f1, f2} estune base de solutions de (H),
2. pour tout xg € I, w(xp) #0,
3. il existe xg € I, w(xp) #0.

¢° METHODE - VARIATION DES CONSTANTES

Si fi, f> est une base de solutions de (H) : y" + a(x)y’ + b(x)y = 0, alors on peut trouver une solution de (E) : y" + a(x)y’ + b(x)y = 0 sous la forme
y(x) = A(x) fi(x) + u(x) f>(x) avec la condition A’ (x) fi (x) + ¢’ (x) f2(x) = 0. On obtient le systéme

{ N+ ) f(x) = 0
A0 f] (0 + ' (0 f5(x) c(x)

CALCULS

Q° METHODE - RESOLUTION DE ’EQUATION DIFFERENTIELLE

Quelques idées pour la résolution aussi bien de I'’équation différentielle homogene (H) : a(x)y” + b(x)y’ + c(x)y = 0, que I'équation différentielle
avec second membre (E) : a(x)y” + b(x)y' + c(x)y = d(x)

— cas d’'une équation 2 coefficients constants : on cherche des solutions x — e"* pour obtenir ar? + br + ¢ = 0 comme CNS pour étre
solution. Pour une solution particuliére, on la cherche du méme type (ou variation des constantes)
recherche des solutions DSE (aussi bien pour (H) que pour (E))
changement de fonction (hors prog.) : si yp est une fonction qui ne s’annule pas, on peut poser z = y/y et transformer I'équation
différentielle sur y en une équation différentielle équivalente sur z. Notamment si yq est solution de (H) alors z' vérifie une équation
d’ordre 1.
— pour une solution particuliere de (E) : méthode de variation des constantes.

|

|

Exercice 4 (Mines MP 2012)

—2x
Déterminer I'ensemble des solutions de y”/ + 4y’ +4y = —& .
V1+x2
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Exercice 5 (Equation linéaire d’ordre?2 a coefficients non-constants)

Résoudre les équations suivantes sur tout intervalle de R :
a) (1-x%)y" -2xy +2y =0 (chercher une solution polynomiale)
b) xy"” +2y' - xy =0 (chercher une solution DSE)

©) x2y"—6xy' + (x2 +12)y = 0 (chercher une solution DSE)

d) xy"-y' - x3y =0 (changement de variable ¢ = x?)

e) x2y" +xy + y =0 (changement de variable x = e)

D y'+ % ¥’ +y =0 (changement de fonction z = x™y, n a déterminer)
g) x(1-x)y"-2(x>-1)y' +2(1 - x)y = 0 (chercher une solution x — x%)
Exercice 6

Résoudre I'équation différentielle (E) y” + y = cotan x sur I =]0, .

IV. EXERCICES

Exercice 7 (Mines MP 2017)

On considére 'équation différentielle (E) : t2x" —4tx' + (12 —6)x =0.
1. Déterminer les solutions qui sont somme d’une série entiére au voisinage de 0.
2. Déterminer la dimension de I'espace des solutions sur R.

Exercice 8

Soient a et b deux fonctions de ¥ (R, R) et y et z de classe ¢! vérifiant sur R*,

y@) = z(0)
Yy = a@y+bkx)
7 < a)z+b)

Montrer que pour tout x =0 ona y(x) = z(x).

Exercice 9
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3, et soit K un vecteur non nul de E. Quelles sont les courbes intégrales de I'équation

différentielle X' = K A X?

Exercice 10

Soit A€ My, (R) telle que A%+ Ip,, = 0. Résoudre le systeme différentiel

ax = AX(1)
dr ~ :

Exercice 11
On s'intéresse au systeme différentiel X’ = a(#) X ol a(t) € €°(R, M2 (R)). On note A une primitive de a.

0 2t
1. Dansle cas ot a(t) = (_ 2 0 ), calculer exp(A(t#)) et comparer aux solutions du systéeme différentiel.

0 2t

2. Méme travail avec a(t) = (1 0

). Donner une explication de cette différence.

Exercice 12
1. Résoudre I'équation différentielle (Eg) y" — y = g ol1 g est une fonction continue sur R.

2. Résoudre I'équation différentielle (E) y' —y = —
ch°x

2
3. Soit f € 2(R,R) telle que £(0) = f'(0) =0et, VxeR, [ (x) - f(x) = h23 . Montrer que Vx € R, f(x) = SC}L;C .
ch’x
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Exercice 13

On considere I'équation différentielle (E) : y” + gy =0, o1 g est une fonction continue et intégrable sur R.

1. Montrer que si f est une solution bornée de (E), alors xlil}_l flx=o0.
—+00

2. Soit (f, g) un systéme fondamental de solutions de (E). Démontrer que leur Wronskien W = fg’ — f’g est une constante.

3. (E) admet-elle des solutions non bornées?

Exercice 14
Soient p et g deux fonctions continues sur R a valeurs réelles. On consideére I'équation
(B):y"+p)y +q@®y=0.

1. Soit y une solution non nulle de (E).
(@) Soit xg un zéro de y dans [a, b]. Montrer que y’(xg) # 0. Montrer qu'il existe a > 0 tel que y ne s’annule qu'en xg sur l'intervalle
Jxg—a,xo+al.
(b) Montrer que y n’a qu'un nombre fini de zéro dans un segment [a, b] de R.

2. Soient y et z deux solution non proportionnelles de (E).

(a) Calculer le wronskien de y et z.
(b) Montrer que y et z n’ont pas de zéros communs.
(c) Montrer qu’entre deux zéros consécutifs de y, z posséde un unique zéro (regarder z/y).

Exercice 15

Soit A € Z(E) dont le spectre ne rencontre pas 2inZ et B € °(R, E) de période 1.
1. Soit x une solution de x’ = Ax + B(t). Montrer que z: t— x(t+1) est solution de cette méme équation différentielle.

2. En déduire qu’il existe une unique solution de période 1 a x' = Ax + B(f).

Exercice 16

Soit (E) : xy" +y' +y=0.
1. déterminer la solution de (E) développable en série entiére en 0 telle que f(0) = 1.
2. Montrer que g: x — xf"2(x) + f2(x) admet en limite finie £ en +oco, que f est bornée et f' tend vers 0.
3. Montrer que x — f(x) f'(x)/x et x — f?(x)/x sont intégrables sur [1,+ool.
4. En déduire £ =0.

Exercice 17 (Lemme de Gronwall)

1. Soit y et v deux fonctions continues sur I = [a, b], v positive sur I, telles que, pour tout x € I,

X
y(x) < /1+f vy dt.
a

X
Montrer que, pour x € I, y(x) < Aexp (f v(t) dt).
a

2. Soit (H) : y"" + (1 +@()y = 0 avec ¢ continue et intégrable sur R*. Soit f une solution de (H) et

X
gx) Zf(x)+fO sin(x— (1) f(H dt.

X
Montrer que g”’ + g = 0. En déduire qu'il existe a € R tel que, pour tout x =0, | f(x)| < a +f lp(0) f(£)| dt, puis que f est bornée sur R*.
0
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Exercice 18 (Centrale MP 2012)

1. Soit N € My (C) nilpotente d’indice p € N* (NP =0 et NP~1 #£0).
(a) Montrer que (I, N, Nz,...,Np_l) est libre.
(b) Pour tout reRet A €C, calculer exp(£(Al,; + N)).

2. Soit A€ My (C) qui ne posseéde qu'une seule valeur propre A.
(a) Montrer que N = A— Al est nilpotente.

(b) En déduire que les solutions de X’ = AX sont toutes bornées sur R si et seulement si A € iR et A= A1,.

¢

3. Soit A € M,(C). On note H (A — X)™ son polynéme caractéristique, les 1 étant distincts et m; € N*. Montrer que les solutions de
k=1
X' = AX sont toutes bornées sur R si et seulement si les 1; sont dans iR et A est diagonalisable.

4. Soit A€ Mp(R) antisymétrique. Montrer que les solutions de X’ = AX sont toutes bornées sur R.

5. Conclusion sur A?

Exercice 19 (Centrale MP 2015)

On se donne ¢ : R — GL;(R) continue telle que, pour tout s, t € R, ¢(s+ 1) = P(s)p(2).
1. On suppose dans cette question de ¢ est de classe 1. Montrer que, pour tout £ € R, ¢ (1) = ¢/ (0)¢(£). En déduire qu’il existe A € M, (R)
telle que, pour tout ¢ € R, ¢p(¢) = exp(tA).
2. Soit 0 € € (R,R") telle quef 6 = 1. On suppose qu'il existe a > 0 tel que 6(x) = 0 pour |x| > @. On pose, pour x € R, w(x) = foo 0(x—
1)¢(t) dt. Montrer que ¥ est dézR classe € puis qu'il existe A € My (R) telle que, pour tout x € R, ¥ (x) = ¢(x) A. -
3. Déterminer ¢.

Exercice 20 (Centrale MP 2021)

On admet que, pour toute famille (hy,..., hy) libre de RR, il existe (ay,...,an) € R™ tel que la matrice (hi (aj))1<‘ .< soit inversible.
<i,jsn

Soit f € 9(R,R). On pose, pour a € R, 74(f) : x— f(x+ a). On note Ef =Vect{ta(f), a€R}.

1 .
1+x°
Soit f € 9(R,R). On suppose que Ey estde dimension finie 7. On fixe une base (g1,-..,8n) de Ef.

Pour a € R, il existe un unique (1 (a),...,An(a) telque 74(f) = A1 (@)g1 + -+ An(@) gn-

1. Déterminer Ef pour f: x— e¥etpour f:x—

2. Montrer que les A4 sont continues, puis que les A4 sont de classe €.
3. Montrer que f est de classe €°.

4. Montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire homogene. Conclure.

Exercice 21 (ENS MP 2019 (SR))

Soit (A, B) € 4, (C)%. On pose [A, B] = AB — BA et on suppose que [A, B] commute avec A et B.
1. Montrer que [A, B] e =eh [A, B].
2. Montrer que e!4Be™ !4 = B+ t[A, B] pour tout réel 1.
3. Montrer que exp(A) exp(B) = exp (A +B+ %[A,B]].
4. Onpose V =Vect(A, B, [A, B]). Montrer que V est de dimension 3 si [A, B] #0.
5. Montrer que {eM , M € V} est stable par multiplication.
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