- SERIES ENTIERES

I. RAYON DE CONVERGENCE

Définition 64 (Rayon de convergence)

Soit une série entiére y_ anz"
— lemme d’Abel : si (anzg) neN est bornée alors pour tout z € C tel que |z| < |zpl, la série Z anz" converge absolument.
— il existe un unique R = 0 ou +oo tel que
e si|z| <R alors Z anz" converge absolument,
e si|z| > R alors la suite (a,z") ,en Nest pas bornée.
— ona
R=sup{r=0,(anr™ ,en bornée} = sup {r =0, nErPOO anpr’ = 0} =sup{r=0,Y_ anr" cvabsolument}.

Propriété 110 (Convergence)

Si Z anz" est une série entiere de rayon de convergence R et uy, : z— a,z", alors
— Z up converge absolument sur B(0, R),
=> Z up converge normalement sur B(0,r) sir <R.
+00

notamment z — Z anz" est continue sur B(0, R).
n=0

Propriété 111 (Rayon de convergence)

soient Z anz" et Z by z" deux séries entiéres de rayon de convergence Ry et R,
— comparaison :
» s’il existe ng tel que, pour n = ng, |an| < |by| alors R, = Ry,
esiap= O (bpouay= o (by)alorsR,=Ry,
n—+oo n—+oo
e siay, ~ bp,alorsR;=Ry
n—+0o
— opérations :
» le rayon de convergence de Z(an + bp)z" est supérieur ou égal a min(Ry, Ry,) - avec égalité si R, # Ry,

n
¢ le rayon de convergence de la série produit de Cauchy Z cpztolicy = Z ayb,,_ est supérieur ou égal a min(Rg4, Rp)
k=0
. . . . P P n—1 a.q e . an  np+1
— dérivation/intégration : le rayon de convergence de la série dérivée Z nanz et de la série primitive Z i z"'" " estencore R,.
n

¢° METHODE - DETERMINATION DU RAYON DE CONVERGENCE

On cherche le rayon de convergence de Z anz":
— critére de d’Alembert (en se ramenant a une série numérique Z up avec Uy qui ne s’annule pas),
— comparaison du terme général (essentiellement recherche d’un équivalent simple de a;,)
— utilisation de la définition : si on trouve r = 0 tel que Z anr” converge, a, " tend vers 0 ou est bornée alors R = r - si on trouve r = 0 tel
que Z |anr™| diverge ou |a, r"| non bornée/tend vers +oo alors R< r.
utilisation des propriétés pour le rayon de convergence de la somme/du produit de deux séries entiéres
— calcul du rayon de convergence de la série primitive/dérivée (si cela simplifie le terme général)

!

Exercice 1

Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes

a_n chn 2n)! n?
n n — n n!
b) 23”+1Z . ?; %( nn;:l_\/ﬁ)z . i) Zsinnzn. 1) Zzn_'.
Vnlnn neas 1,2 -
DY 212 2" g) ZS"ZZ”H. j) Z(1+;)” z". m) ) sin(rVn?+1)z".
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Exercice 2

Soit (a,) une suite convergeant vers 0. On suppose que Y ay, diverge. Quel est le rayon de convergence de la série Y. a; 2" ?

I1. SERIES ENTIERES D’UNE VARIABLE REELLE

Propriété 112 (Régularités)

+00
8Oit uy : x — apx™ et Z up une série entiere de rayon de convergence R > 0, de somme f(x) = Z anx"
n=0
— Continuité : f est définie et continue sur ] — R, R[ et Z up converge normalement sur tout segment [—r,7] avec 0 < r < R.

+00
— Continuité aubord :si)_a,R" converge, alors f est continue en R ( lin}% f)=Y anR"
Zas n=0

n+1
(et méme rayon de convergence).

X +00
— Primitive : pour tout x €] - R, R|, onaf fde=Y apn
0 =0 n+1

+00
— Dérivée : f estde classe € sur] - R, R[ et, pour tout x €] — R, R[, f’(x) = Z napx"' (et méme rayon de convergence).
n=1

+00
— Dérivées supérieures : f est de classe €°° sur ] — R, R[ et pour tout x €] — R, R|, f(k) (x) = Z nn-1)...(n—k+ l)anx”_k (et méme rayon
n=k

de convergence).

Propriété 113

+00
Soit Z anx™ une série entiére de rayon de convergence R >0, de somme f (x) = Z anx"
n=0

B f(l’l) (0)

— coefficients : pour tout neN, a; = T
— parité: f est paire (resp. impaire) si et seulement si, pour tout p € N, azp+1 = 0 (resp. azp = 0),
— unicité : s’il existe @ > 0 tel que, pour tout x €] — a, a[, f(x) =0 alors pour tout n € N, a; =0.

Exercice 3 (expression intégrale des coefficients)

+00 21 . .
Soit f(z) = Z anz" lasomme d’une série entiere de rayon de convergence infini. Calculer A, (r) = % f frethe ' ¢ Montrer quessi f est
0

n=0
bornée sur C, alors elle est constante. La conclusion subsiste-t-elle si f est bornée sur R?

I11I. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

Définition 65 (développement en série entiere)

— Ondit qu'une fonction f d’'une variable réelle admet un développement en série entiere au voisinage de 0 lorsqu’il existe une série entiere
+00
Z anx" de rayon de convergence R > 0 et un réel a €]0, R] tel que, pour tout x €] — @, al, f(x) = Z anx"
n=0
— On dit qu'une fonction f d'une variable complexe admet un développement en série entiere au voisinage de 0 lorsqu’il existe une série

+00
entiere Z anz" de rayon de convergence R > 0 et un réel a €]0, R] tel que, pour tout z € B(0, @), f(z) = Z anz".
=0

on dit également que f est développable en série entiére au voisinage de 0 (ou en 0 sur ] — @, a[ ou B(0, a))
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¢° METHODE - EXISTENCE DU DSE

on veut prouver que f, une fonction € sur] — a, al, est DSEen 0 :

— pratique : on montre que f(x) coincide avec la somme d’une série entiére par le calcul (somme, produit, dérivée, primitives et DSE usuels),

— théorique : on utilise la formule de Taylor avec reste intégral : on fixe x, on écrit

2R rra-0"
= )
f) kE:O k! +f0 o f (ndt,

*x-n"
%f(”“) (2) dt tend vers 0 lorsque n tend vers +oo (a x fixé).
n

et on prouve que Ry (x) = f
0 !
— autre : utilisation d’équations différentielles, d’équations fonctionelles...

DSE A CONNAITRE
+oo 2P 3 .5 2n+
i = Y= = S I I i | (N S =
= p§0< D eprn - R T e ) R=too
LS p x*P &2, n.x
COS X = pzo(—) (2_p)| = 1——'+—!+"'+(—1) W+ R=+00
t0o0 7 2 3 n
e* = - = l+x+5 + L&+ 540 R=+o0
=0 n! i . n.
too y2p+l PRI 2n+1
shx = pzom = X+T+?+"'+m+"' R=+00
0o 42p 2 4 2n
chx = - = 1+ 4 X Lo X Ll R=+00
pgb @2p)! 20 4! 2n)!
+00
o = L = 1-x+x2+ 4 (=D)Tx 4o R=1
n=0
+00
ﬁ = Y X" = l+x+x%+-—+x"+ R=1
n=0
= -1 2, %8 —-1x"
InQ+x) = Zl(—l) - = x- G+ e+ D+ R=1
n=
+o0 x2prtl 3 .5 2n+1
— —1P = _X L X _phX =
arctan(x) = ’;0( 1) p il = x-F s+t D5yt R=1
P ga-1)-(@a—-n+1 - 1) (a—
A+0% = 1+Y (@—-1)--( Jn = Jigxs@@=1 2 a@-1D-@-n+t) n, . p_;
= n! 2 n!
Exercice 4
Calculer le développement en série entiere en 0 des fonctions suivantes :
1 X o 1
2 3132 c) e*sin(x) e) arctan(m)
X
1 2
2 _ d ———F— f)f cos(t“)dt
b) In(x”~5x+6) x® —2xchf +1 0
Exercice 5
1) Développer la fonction f : x — e* sin x en série entiére et préciser le rayon de convergence .
2) En déduire que pour tout n € N on a la relation
sin "
(v2)"sin T (—Dk
n! 0<2kT1<n Ck+Dln—2k-1)
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IV. EXERCICES

RAYON DE CONVERGENCE

Exercice 6

Soient une série entiere Z anz" de rayon de convergence R.
1. SiAeC*, quel est le rayon de convergence de la série entiére Z AMapz"?

2. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z a%z" ?

Exercice 7

. - os Qan . . . .
Soit Y. a, z" une série entiere de rayon de convergence R > 0. Montrer que le rayon de convergence de Z —'z" est infini. Que peut-on dire si
n!

R=07?

Exercice 8

Soit (ap) n>1 une suite de complexes. Montrer 'équivalence des propriétés suivantes :
L Vial= o (%)
n—+oo

2. Z nla, z" a un rayon de convergence strictement positif.
n=1

DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

Exercice 9

Développer en série entiére la fonction f: x— f(x) = V2 — x et préciser le rayon de convergence.

Exercice 10 (Mines MP 2018)

+00 t
Soitf:fo - dt.
0 x+e
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est développable en série entiére en 0 et donner £P)(0) pour tout p € N.

SOMMATION DES SERIES ENTIERES

Exercice 11

Trouver le rayon de convergence des séries entiéres suivantes et calculer leur somme

+00 1 +o0 xn +00 2+1

a Y x" c) > o Y L oyn
sinn+2) n—o n-—1 =1

) (n°+3n+1)x ) n v x ) _
n=1 n=1 n>11+2+"'+n

Exercice 12 (Mines MP 2015)

+00 3n+1

+00 n 1
DY (Z g)x"
k=0 "

+00
h) Y B+D""x"

n=0

Soit f(x) = Z ——————. Déterminer le domaine de définition de f et calculer f(x).
=1 nBn+1)
Exercice 13
1 n
Soit, pour neN, a; = f 5 dt. Déterminer le rayon de convergence, de la série entiere " a” x" et calculer sa somme.
0 1+¢
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Exercice 14

Soit a € R.
1. Trouver le rayon de convergence des séries entieres de coefficients &Hnm et %ﬂrm).
+00 1
2. Lorsque |x| < 1, calculer la somme A(x) = Z — cos(na).
n=1 1
ooy xsina
3. Montrer que pour |x|<1ona Z — sin(na) = arctan | ———— .
=1 n 1-xcosa

Exercice 15

(=1" (2n bl
On pose, pour n € N*, a, = n-1| et, lorsque c’est possible, f(x) = nZl anx".

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere.

2. Déterminer une relation entre a; et a,+1. En déduire une équation différentielle vérifiée par f et calculer f sur son intervalle ouvert de
convergence.

Exercice 16

x2n

o0
Soit f(x)= Y (-D" .
! ;0 2" nn?

1. Déterminer le domaine de définition de f.

+
n

2. Déterminer une équation différentielle du second ordre vérifiée par f.
+00

3. Montrer que pour tout x> 1, F(x) = fne *dr=
0

1
Vit

RESULTATS SUR LES SERIES ENTIERES

Exercice 17

+00
a
1. Soit (a,) une suite de réels de limite nulle. Soit f (x) = Z —r:x”. Montrer que f(x) = .0 (e*).
n=0 = e
2. Quelle relation a-t-on lorsque lim a; =¢ #0?
n—+oo
Exercice 18 (Centrale MP 2011)
+00 (—l)n_l
1. Déterminer le rayon de convergence de L: z — 2"
n=1 n
N exp(L(zt)) . L. L.
2. Onveut montrer que exp(L(z)) = z+1 pour |z| < 1. Pour cela on considere u: t — iz Justifier que u est dérivable sur [0, 1], dériver
u est conclure.
3. Soit A€ My, (C). Justifier I'existence de a > 0 tel que, pour |z| < a,
+00 (_l)n—l - n
det(I, +zA) =exp| ). tr(A™z"].

n=1

Exercice 19 (Mines MP 2019)

Soit f une fonction développable en série entiere sur C. On suppose qu'il existe d € N*, A et B dans R** tels que Vz € C,|f(2)| < Alz| + B.
Montrer que f est polynomiale.

Exercice 20 (Mines MP 2017)

+00

Soit g € R avec |g| < 1. Montrer que f : x — Z sin(g" x) est définie sur R et développable en série entiére. Quel est le rayon de convergence de la
n=0

série entiere?
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APPLICATIONS DES SERIES ENTIERES

Exercice 21

Calculer la somme des séries numériques suivantes :

+00 1 +00 (—l)n +00 (—l)n
@ n; 2"n(n+1) b ,;04”(2n+1) ¢ ,;O?mﬂ

Exercice 22

On définit pour x €] — ,0[N]0, [ la fonction f par

1. Montrer que f se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que ce prolongement est 4.
Exercice 23 (CCP MP 2019)
Soit E un ensemble a n éléments On note a; le nombre de bijections sans point fixe de E dans E.

n[n
1. Démontrer que n!= Y ‘

An_f-
k=0
too g
2. Onpose f(x) = Z —'xn . Démontrer que la série entiére de définition de f admet un rayon de convergence R non nul.
n=0

3. Calculer e* f(x).
4. Soit n € N, déterminer ay,.

5. Un professeur distribue aléatoirement des copies a ses éléves. On note D, I'événement «aucun des n éléves n'a sa propre copie ». Calculer
lim P (D).
n—+oo

Exercice 24 (nombre de parenthésages)

Soit uy le nombre de facon de parenthéser un produit a; x ap x --- x ay, c’est-a-dire le nombre de facons de choisir dans quel ordre on effectue
les produits).

1. Calculer uy, up et us.

n-1
2. Expliquer pourquoiona, pourtout n=2, up =uUjupy—1+- -+ UplUpy_j+- -+ Up-1U] = Z UpUp—-
k=1
+00
3. On considére alors la somme Z upx™ (on suppose que son rayon de convergence est strictement positif). Déterminer une relation
n=1
vérifiée par la fonction S et en déduire la valeur de uy,.
Exercice 25 (Polytechnique 2020)
Soient ¢ €]1,+00 |, (an) nen la suite définie par ag =1 et VneN, ap41 = %
+00
1. Montrer qu'en posant, VxR, f(x)= Z anx™, on définit une fonction de classe C* sur R.
n=0

2. Déterminer les nombres réels x tels que f(x) = 0.
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