- FAMILLES SOMMABLES

I. DENOMBRABILITE

PARTIES DE N

Définition 52 (Parties finies et infinies deN)

— Ondéfinit [1;n] = {keN,1 < k < n} - valable pour n=0avec [1;0] = {neN*,1<k<0<0}=9.

S'il existe une bijection entre [1; n] et [1;m], alors m = n.

Une partie de N est finie lorsqu’elle est en bijection avec un ensemble [1; n]). Son cardinal est alors n (unique)
Une partie de N qui n’est pas finie est dite infinie.

Toute partie infinie de N est en bijection avec N.

—
=
=
—

Démonstration : si A est une partie infinie de N, on peut construire une bijection entre A et N a 'aide de la suite (a,) définie par ag = min A puis
anp=min{x€ A, x> ay_1}sineN*,

ENSEMBLES DENOMBRABLES

Définition 53 (Ensemble (au plus) dénombrable)

On dit que E est
— fini lorsqu’il est en bijection avec une partie finie de N,
— dénombrable lorsqu'’il est en bijection avec N,
— au plus dénombrable lorsqu’il est fini ou dénombrable, c’est-a-dire lorsqu'il est en bijection avec une partie de N.

Afin de ne pas avoir a distinguer les deux situations (fini ou dénombrable), on donne les caractérisations suivantes qui permettent de montrer
qu'un ensemble est au plus dénombrable.

Proposition 88 (Caractérisations pratiques)

— Un ensemble E est au plus dénombrable si et seulement si il existe une injection de E dans N (ou dans un ensemble dénombrable).
— Un ensemble non vide E est au plus dénombrable si et seulement si il existe une surjection de N (ou d'un ensemble dénombrable) sur E.

EXEMPLE - ENSEMBLES DENOMBRABLES USUELS
— N,Z,Q sont dénombrables
— N? est dénombrable, Z2, NP et ZP également (p € N*).
Remarque : pour N?, on peut compter « en diagonale », mais la bijection n’est pas simple 2 écrire explicitement. On peut aussi utiliser I'unicité de la

décomposition d’'un entier non nul sous la forme n = 2P (2g + 1) et considérer la bijection

(p,q) eEN? —2P(2g+1) eN*.

Propriété 89 (Opérations sur les ensembles finis ou dénombrables)

— si Bc Aet Aest au plus dénombrable, alors B est au plus dénombrable. Il en est de méme si B s’injecte dans A.
— si A et Bsont au plus dénombrables alors A x B aussi.
— un produit fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.
— si I estun ensemble au plus dénombrable, si pour tout i € I, A; est une partie au plus dénombrable d'un ensemble E alors |_] A; est une
iel
partie de E au plus dénombrable.

Démonstration :
— si¢@: A— N estuneinjection alors la restriction de ¢ a B est encore injective dans N. Si ¢ est un injection de B dans A, on considere ¢ o .
— sigpy:A—Netgpg:B— Nsontinjectives alors 8 : Ax B— N2 telle que 0((a, b)) = (¢ 4(a), (b)) est injective. Par récurrence, on généralise a
tout produit fini de parties au plus dénombrables.
— soit, pour i € I, une surjection f; :N— A; (si A; est vide, on le supprime de la liste). Lapplication ¢ : (i, n) € I x N— f;(n) est une surjection de
I x N (qui est dénombrable) sur la réunion considérée.
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TECHNIQUES PLUS EVOLUEES

EXEMPLE - PAR REUNION : ENTIERS ELGEBRIQUES

on dit que x € R est un entier algébrique lorsqu’il est racine d’'un polynéme non nul de Z[X].

n n
— siP= Z aka € Z[X] et an #0, onnote p(P) =n+ Z lag|. Pour g € N* donné, il n’existe qu'un nombre fini de polynémes P tels que
k=0 k=0
¢(P) = q. Chaque polynome P vérifiant ¢(P) = g est de degré strictement inférieur & g et a donc au maximum g racines. On note alors
Eq={x€R,3P€ Z[X],P(x) =0 et 9(P) = g}. Cet ensemble est fini.
— si x estun entier algébrique alors il est dans I'un de ces ensembles. La réunion de tous ces ensembles est au plus dénombrable (et comme
Z est dedans, I'ensemble est finalement dénombrable).

EXEMPLE - UTILISATION DE Q

— Si (O;) e est une réunion d’ouverts non vides 2 a 2 disjoints de R alors I est au plus dénombrable. La démonstration est assez simple.
Pour tout i € ], il existe un rationnel p; € O; (ouvert non vide de R). Si i # j, alors p; # p; puisque les ouverts sont deux a deux disjoints.
Lapplication i € I — p; € Q est donc injective.

— Si f:[a, b] — R est croissante alors ’ensemble de ses points de discontinuité est au plus dénombrable :

« version 1 : on note M = f(b) — f(a). Si x est dans [a, b, on note f(x*) et f(x7) les limites a droite et a gauche de f (sauf aux bords
ol on note f(b+) = f(b) et f(a™) = f(a)). On note A, = {x €] a,h[,f(x+) — f(x7) = M/n} pour n € N*. Puisque f est croissante, A,
contient au plus n éléments. Si x est un point de discontinuité de f alors il est dans 'un des Ay. La réunion | J Ay est au plus

neN*
dénombrable.

» version 2 : comme dans I'exemple précédent, si x est un point de discontinuté de f alors ] f(x7), f (xM)[ est un ouvert non vide donc
il contient un rationnel. On construit ainsi une injection de I’ensemble des points de discontinuité de f dans Q.

ENSEMBLES NON DENOMBRABLES

Partie plus difficile, donnée en complément

Proposition 90

Lensemble R n’est pas dénombrable.

Démonstration :

— par procédé diagonal et développement décimal,

— avec le résultat suivant : si (1) ,en €st une suite de réels, alors il existe un réel ¢ qui n’est pas un terme de la suite. Pour ce résultat, on construit
une suite de segments emboités [ay, b,,] de sorte que uy, ¢ [ay, by] en coupant [ay, by] en trois morceaux pour étre certain que 'un des trois
ne contient pas u, (un dichotomie simple ne suffit pas, car le point milieu pourrait étre u;). On montre alors que la limite ¢ de a;, et by, n'est
pas 'un des termes de la suite puisque ¢ € [ay, by] pour tout n € Net uy, ¢ [an, byl.

Proposition 91 (Théoreme de Cantor)

Il n’existe pas de bijection entre un ensemble E et 'ensemble de ses parties P(E).

Démonstration : supposons qu’il existe une bijection f : E — P(E). On considére X = {x € E, x ¢ f(x)} € P(E). soit y un antécédentde X = f(y).Siye X
alors y ¢ f(y) = X ce qui donne une contradiction, mais si y ¢ X = f(y) alors y € X d’ot1 une nouvelle contradiction.

Proposition 92

— P(N) n'est pas dénombrable

— P(N) est isomorphe a {0, l}N. IIs sont tous les deux en bijection avec R.
— de facon générale, & (E) est isomorphe a {0, 1} (avec AcE— xA4)

— Ret P(R) sont non dénombrables et non isomorphes.

Remarque : A partir de N, on obtient des ensembles infinis de plus en plus gros (dans le sens oi1 il y a une injection mais pas de bijection) N, Z(N),
P(ZN))...

II. FAMILLES SOMMABLES DE REELS POSITIFS

Important : dans cette partie, (u;) ;c; désigne une famille de réels positifs ou nuls indexée par un ensemble I dénombrable.
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Définition 54 (Famille sommable)

— On dit que la famille (u;) ;7 est sommable, lorsqu’il existe M € R tel que, pour toute partie finie J < I, Z ujs<M
JjeJ

— onnotealors ) u; = sup (Z uj).
iel Jel,] fini\jeJ

Propriété 93 (familles sommables a termes positifs)

— Si (u;)jes est sommable et I’ c I, alors (u;) ;e est sommable (de somme inférieure).
— Si, pourtoutiel,0<v; < u; et (u;);c; est sommable, alors (v;);cs est sommable et 0 < Z Vi < Z Uj.
iel iel

Proposition 94 (Lien avec les séries)

Soit Z ay est une série a termes positives :
— la famille (a;) ;en €st sommable si et seulement si Z ap converge,

+00
— etdanscecas ) a;= ) a.
ieN i=0

Théoréme 20 (Sommation par paquets)

Soit (#;) ;e 7 une famille de réels positifs. On suppose que I est réunion disjointe d’ensembles Iy pour A € A avec A au plus dénombrable. On a
équivalence entre
— (u;) ;e est sommable

— pour tout A € A, (1;) ey, est sommable de somme sy = Z u;, etla famille (sy) 1c 5 est sommable
iely

Onaalors Y uj= ¥ (z u)

iel AeA\iely

Remarque: le cas usuel est d’avoir A =N et une partition I = | I,.
Démonstration : e .
— sens réciproque : soit J une sous-famille finie de 1. Il existe un nombre finie d’indices Ay,..., A tels que cette famille soit contenue dans | I, .
On note alors J; =13, nJ.Ona =
k

k
Zuizz Zu,- <ZSM<ZS/1.
i=1

jeJ i=1\jely, AeA

Ce dernier terme étant constant, on a prouvé que la famille (¢;) ;< est sommable et que Z u; < Z ( Z u,-).
iel AeA\iely
— sensdirect: Puisque I < I,la famille (&;) ¢, est évidemment sommable. Il reste a montrer que les sommes finies des s, sont majorées. Soient

p
A1,...,Ap unensemble fini de ces indices (dans A). On veut montrer que Z sp; < Z u;. Puisque chaque terme s, peut contenir une infinité de
i=1 iel
termes de la famille des u;, ce n'est pas immédiat. Considérons alors des sous-ensembles finis quelconques /..., /5, d'indices avec Jy, < I, .

p
Pour toutes ces familles finies, la réunion | J J;, est finie donc
i=1

Fixons les indices1ap—1:
p p
ZZM,':Z Zui+ZuisZu,~.
j=li€]Aj j=1 ie],lj ie]Ap iel

Cette relation est valable pour toute sous-famille J Ap € I,- En passant ala borne supérieure lorsqu’on décrit les parties finies de I AprOna

p-1
2| ui|+sa, <) w
Jj=1\i€J, Aj iel
p
On fait de méme pour les autres termes et on obtient Z SA; S Z u;. Finalement, la famille (s3) A est sommable et sa somme est majorée
j=1 iel

par ) u;.

iel
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Lorsque I'une des deux conditions est vérifiée, les deux le sont et on obtient les deux inégalités donc I'égalité entre les deux sommes.

II1. FAMILLES SOMMABLES

Définition 55 (Famille sommable)

— On dit que la famille (u;) ;e est sommable, lorsque la famille (|#;]) jc; est sommable
— Siu; e Rpourtout i € I, on note u:’ = max(0, u;) et u; =max(0,—u;). Les familles (u;f),-ef et (u;)jes sont sommables et on pose

Doui= ui =) up.
iel iel iel
— SiujeCpourtout j € I, les familles de réels (Re(u)) jer et (Im(u;) je sont sommables et on pose

Y uj=) Re(uj)+i) Im(u;).
Jjel Jjel JeI

On a cette proposition qui indique qu'’il existe une certaine partie finie qui permet de bien approcher la somme de la famille. On a plusieurs
versions du résultat :

Proposition 95

Soit ((¢;) jey une famille sommable et s sa somme.

— version au programme : pour tout € > 0, il existe une partie finie J c I telle que

Youi-s

ie]

<g,

— version améliorée : pour tout € > 0, il existe une partie finie J I telle que, pour toute partie finie K qui contient J, Z Uj—s

ieK

<E&

Remarque : la version améliorée revient a dire que les termes de I\J donnent des sommes petites. On le démontre en considérant une partie finie J
telle que

Yolul—e< Y lugl < ) lu;l

iel ie] iel

etainsi ) |u;| <e.SiK estfinie et contient J alors NK < I\J etainsi ) |u;|<e.
ielJ i€NK

On utilise par exemple ce résultat dans la démonstration du théoréme de sommation par paquets (afin de se ramener a des sommes finies, la
contribution restante étant petite).

Propriété 96 (Familles sommables quelconques)

— linéarité
— si (u;) ;e est sommable et o : I — I est une bijection alors (u4(;)) jc1 €St sommable et les sommes sont égales.

Théoreme 21 (Sommation par paquets)

Soit (#;) ;¢ une famille sommable. On suppose que I est réunion disjointe d’ensembles I pour A € A avec A au plus dénombrable. On a alors

— pourtout A € A, (4;) ey, estsommable de somme s = Z ¥
iely

— lafamille (s3) e estsommableet ) u;= Y ( Y ui).
iel AeA\iely

Remarque : par rapport au théoréme sur les familles positives, on a perdu I'équivalence

Proposition 97 (théoreme de Fubini)

Si (u7)jer et (v) jey sont sommables (avec I et J au plus dénombrables) alors la famille (u; v})(;, jjerxj €st sommable et

> =z u)(z )

(i,)elx] iel jeJ
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¢° METHODE

On veut écrire la somme d’une famille (i;) ;¢ de plusieurs maniéres ou la calculer (par paquets) :
— on prouve que la famille est sommable : on passe en module ou valeur absolue et on montre que la famille est sommable. Pour cela on le
montre directement ou a I’aide d'une sommation par paquets sur la famille (|u;]) ;e
— une fois qu'on a prouvé la sommabilité, on peut effectuer tout type de paquets pour calculer la somme.

IV. SOMMES DOUBLES

Théoreme 22 (Sommes doubles a termes positifs)

Soit une famille de réels positifs (a;, ) (m,n)eN?- La famille est sommable si et seulement si
— pour tout m € N, la série ) am,n converge,
n

+00
— lasérie ) ( Y am,n | converge
n=0

+00 [ +00 +oo [ +oo
On a alors Z amn|= Z amn | = Z am,n-
0 m=0

m=0\n= n=0 (m,n)eN?

Remarque : on peut échanger les roles de m et n dans la caractérisation.

Théoreéme 23 (Sommes doubles quelconques)

Soit une famille de réels ou de complexes (@m,n) (m, menz- La famille est sommable si et seulement si
— pour tout m € N, la série Z |am,n| converge,
n

+00
— lasérie ) ( )" lam,nl| converge

n=0
+00 [+00 +00 [ +00
Onaalors ) ( Y am,n) =Y ( am,n) = ) am,n (ainsi qu'un résultat similaire avec |am, ).
m=0\n=0 n=0\m=0 (m,n)eN?

Théoréme 24 (Produit de Cauchy)

n +00 +00 +00
Si) up et vy converge absolument, alors la série ) wy ot wy, = Y u;v,,_; converge absolument et ( > up) ( Y vq) =Y wp
i=0 p=0 q=0 n=0

Démonstration : avec les hypotheses, la famille (up vg), p.g)en? est sommable et

+00 +00 +00 n
. upqu(z up)(z v,,):anotlwn:Zu,-vn_,-
(p,q)eN? p=0 q=0 n=0 i=0

n
Pour montrer que Z wy, converge absolument, on peut majorer |wy| < Z |u;llv,,_;| et appliquer le théoréeme de sommation par paquets a la famille

i=0
(|up||Vq|)(p’q)EN2
V. EXERCICES
Exercice 1
Pour quelles valeurs de a la famille (ﬁ) est-elle sommable?
(p™+q7) p,q=1
Exercice 2
+00 1
1. Soit a > 1. Donner un équivalent de Ry, = Z k—a.
k=n+1
+o00o +00 1
2. Lorsque cela a un sens, montrer que y Ry = Y —-
n=0 p=1p
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Exercice 3

Soit (4;) ;e une famille de réels positifs ou I est quelconque. On suppose qu'’il existe M tel que, pour toute partie finie / < I, on a Z uj <M. A
ie]
I'aide des ensembles M. = {i elu;= %}, montrer que {i € I, u; # 0} est fini ou dénombrable.

Exercice 4
+00 2n-1 +00 n
Montrer que pour tout x tel que |x| <1,ona Z ad = Z a
quep q ’ 2n-1 - 2n
n=1 1-x n=1 1-x
Exercice 5
Montrer que pour z € C\ (-N), ona
1 (-n"

2zt D)(z+2). (z+m) & nlzrn)

Exercice 6
+00 +00
Soit (ay) une suite de réels positifs ou nuls. On suppose que Z ap converge. Montrer que Z k( Z s D ) existe et calculer cette valeur.
k=1 \n=f M1
Exercice 7 (Mines MP 2016)
Soit 1 €]0, 1[.
+00 k k‘
1. Calculer, pour n €N, Z (1=nk"n,
k=n\"
+00
2. Soit (t4) nen une suite sommable. Pour n € N, onpose v, = 3 ( )(1—/1)"‘"/1’“ uy.. Montrer que la suite (1) ,en €st sommable et calculer
k=n\"
sa somme. "
Exercice 8
+00 +00
Calculer, )" (-D"(m) - oul(n) =) —;.
n=2 k=1 k
Exercice 9
+00 n +00
Montrer que pour tout x €] -1, 1], Z =7 Z d(n)x" ot d(n) est le nombre de diviseurs positifs de 7.
n=11-X% n=1
Exercice 10
-1) k +00 (_ 1 k
Montrer que la famille (_k) est sommable et en déduire Z —— (k) =.
kn" Jn k=2 k=2 k
Exercice 11 Pk

1
Pour n = 2, on note gy, le plus grand diviseur premier de 7. Quelle est la nature de la série Z 7 ?
ndqn
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