- SERIES NUMERIQUES

I. GENERALITES

I’ESSENTIEL - SERIES NUMERIQUES

— si (Upn) pen €St une suite numérique :
n

e onnote Sy = Z uy la somme partielle (d’ordre n) de la série numérique de terme général u;, (on note Z up pour désigner «la série
k=0
de terme général u; »)
» ondit que Z up converge lorsque (S;;) admet une limite finie, sinon on dit qu’elle diverge,

+00

* lorsque Z Uy converge, on note Z up lalimite de la suite des sommes partielles. On note alors Ry, = S — Sy, le reste d’ordre n. On a

+00 n=0
alorsRp= ) uy.
k=n+1
n
— on ne change pas la nature d'une série en changeant ses premiers termes (on peut utiliser des sommes partielles S, = Z ug)
k:no

— si Z up converge alors nlir}rl un =0 (et également Ry, = S-Sy, — 0)
—+00

l

avec les notations précédentes, uy, = Sy, — Sy—1 et, sila série converge, u;, = R;—1 — Ry,
étudier la suite (1) est équivalent a étudier la série Z(un —up-1) (ou Z(unﬂ —Up)).

|

II. SERIES A TERMES POSITIFS

Proposition 36 (résultat fondamental)

Soit Z up une série a termes positifs. La suite des sommes partielles (Sj,) est croissante. Elle est soit majorée et converge vers sa borne supérieure,
soit non majorée et croissante vers +oo.

I’ESSENTIEL - SERIES A TERMES POSITIFS

— soient deux séries a termes positifs ) u, et vy :
e sipour n = ng, 0 < u, < vy alors Z v, converge = Z Uy converge,
esiup= O (vp)ouup= o (vp) alors) vy, converge= Y u, converge
n= 8 on n=,_09 Wn Zn g Zn ge,

o siu ~ vpalors ) uy converge siet seulementsi ) vy, converge
n n n n
n—+o0o

— séries de référence :
. Z P converge si et seulement si a > 1,

. Z q" converge si0 < g < 1 et diverge si g = 1 (plus généralement Z q" converge si et seulement si |g| < 1),

e ) ———— converge si et seulementsia>1oua=1etf>1 (hors prog.)
n%(Inn)P
— regles de Riemann : soit Z up atermes positifs
o ¢'il existe a > 1 tel que n®uy, tend vers une limite finie ou est borné alors Z up converge,
e sinuy est minorée par ¢ # 0, tend vers ¢ # 0 ou vers +oo alors Z up diverge.

— critére de d’Alembert : soit Z Uy une série a termes strictement positifs. Si u{;—;l admet une limite finie ¢ alors :

e sif€]0,1], alors Z up converge,
e si¢>1,alors ) uy diverge,
e si ¢ =1, alors on ne peut rien dire.

Proposition 37 (Comparaison série-intégrale)

n
Soit f : [ng,+oo[— R continue par morceaux, décroissante et positive. La série Z( f®)dt— f(n)| converge (ainsi que
1

n—

n+l1
Z ( f(n)— f f® dt)). Notamment Z f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur [ng, +oo[.
n
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0° METHODE - ETUDIER LA NATURE D’UNE SERIE A TERMES POSITIFS

Lorsque Z up est a termes positifs :
— comparaison a une série de référence (série de Riemann) par ~,0, <
— comparer en utilisant les regles de Riemann (si on ne voit pas comment faire la comparaison directement),
critere de d’Alembert (essentiellement lorsqu'’il y a des produits, puissances, factorielles),
comparaison série-intégrale
majoration des sommes partielles (suite des sommes partielles croissante et majorée),
retour aux sommes partielles (calculs, simplifications par télescopage, transformations)

i 011

Proposition 38 (équivalents, développement)

— on ala formule de Stirling : n! ~ (%) Varn=v2gn"tl/2en
n—+00

LS|
— ona ) = Inn+vy+0(1) (hors prog. mais utilisé fréquemment)
k=1

II1. SERIES QUELCONQUES

L’ESSENTIEL - SERIES A TERMES QUELCONQUES

— convergence absolue : si Z |up| converge alors Z up converge

— théoreme des séries alternées : soit Z up ol up = (-1)"ay, avec ay, de signe constant et (|u,|) décroissante de limite nulle, alors
* ) up converge,
e pourtout n €N, |Ry| <|up+1l et Ry et up4+1 sont de méme signe (R;, du signe de son premier terme)
* notamment |Sy,| et |S| sont majorées par |up| (et du signe de up).

Remarque: dans le théoreme des séries alternées, si (|1 |) est décroissante a partir du rang ng seulement, on a toujours la convergence, la majoration
des restes (et leur signe) a partir du rang ng (mais plus la majoration des sommes partielles ou de la somme).

A Attention

n

> uk

k=0

Majoration Si Z uy est a termes quelconques, majorer |Sy| = ne sert a rien pour étudier la convergence de la série. Seul le cas ot les

n
termes sont positifs donne un résultat lorsqu’on majore les sommes partielles. On peut cependant majorer Z |up| indépendamment de n pour
k=0
étudier la convergence absolue de la série - ce n'est pas en général la méthode a tester en premier lieu.

L’ESSENTIEL - PRODUIT DE CAUCHY, EXPONENTIELLE

n
— si Z up et Z vy, sont deux séries de complexes, on appelle série produit la série de terme général w;, = Z U Vp—k-
k=0
— si Z up et Z vy sont absolument convergentes alors la série produit est absolument convergente et

(ZeH(Eon) (£

— ondéfinitsur C, exp(z) = ) = On a exp(z + z') = exp(z) exp(2)).
n=0 ">

Q° METHODE - ETUDIER LA NATURE D’UNE SERIE A TERMES QUELCONQUES

on étudie la convergence de la série a termes positifs Z |unl,

on regarde si le TSA s’applique,

on effectue un développement asymptotique du terme général (jusqu'a un terme de signe constant ou de série absolument convergente),
on transforme la somme partielle afin de montrer qu’elle a une limite finie.

A
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IV. SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

L’ESSENTIEL - SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

soient ) up et ) v, deux séries avec, pour tout n.= ng, v, =0
— Cas d’une série convergente (comparaison des restes) : si ) v, converge

+00o +00
o Siuy= O+ (vp) alors ( Z uk) = 0 ( Z vk) (idem avec 0)
n—+00

n—+oo

k=n k=n
+o0
e siug ~ wn alors(z )n~+oo(z vk)
k=n

— Cas d'une série divergente (comparaison des sommes partielles) : si Z vy diverge

n n
e siup = O+ (vp) alors ( Z uk) = 0 (Z vk) (idem avec 0)
n—+oo

k=0 n—+oo\ k=0

n n
e siup ~ vn alors(z uk)n - (Z vk),
—+00 —+00

k=0 k=0

V. EXERCICES

NATURE, SOMME, EQUIVALENTS

Exercice 1

Déterminer la nature des séries de terme général :

a) In ‘n§+n+1) d 5 (Vn+1-¥n) h) nl/7-1
n n—-1 n2
n
b) —nZ_ o (3l1) ) 3-V7
\/l’ls-ll—l f) (lnn)flnn ,
L1 . n
© Nk g —246n 2n) ) (ch%)
Exercice 2

Déterminer la nature des séries de terme général (les parametres qui apparaissent sont des réels) :

a) n%In(l+e "9 ln(1+( n” ) 0 # d n™ -1
b) ln[l+%) et n+=D"n
n
Exercice 3

Déterminer la nature des séries de terme général :

a) Vit (D" -yn b) (1) Y/nsin o =D d) cos(rVn?+n+1) e) (-1)"y/msin(d)

n+sinn

Exercice 4 (Mines MP)

7 2km/3
Soit T, = 3 SOSERT/3)
=1 k

n—1

3k+ Z3k+1 Ckgosku'

1. Trouver a, b et c tels que T3, = a Z

2. En déduire que Tj converge et donner sa limite.
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Exercice 5

Calculer les somme suivantes si elles existent :

+00o 3 +00 1

@ n;o @Gn+1)@n+4) © Ezln(l‘y) ) Z n(n+1)(n+2)'
+0o0o +00 1 2 1

b) e 2"chn. d) (———+—)
n;o n;g Vn-1 vn Vn+l

Exercice 6 (Mines MP)

" olnk In?n

1. Soitcy = Z - pour n = 1. Montrer que la suite ¢;; converge.
k=1
2n Ink U n lnk 2n lnk
2. Trouver des réels r, s et f tels que, pour tout 7 = 2, Z (= 1)]C =r Z — Z —_— Z —_—
k=2
+o00 l k
3. Exprimer )_ (- 1)k e en fonction de la constante d’Euler.
k=2
Exercice 7

n n
Soit a € R. Etudier la série de terme général u;, = La Z n® k. Méme question avec celle de terme général u, = nLa Z

ﬂ_l

Exercice 8

Soit (uy) la suite définie par ug =1 et uy, = %e_ Un-1,

1. Nature de la série Y uj,
2. Nature dela série Y (-1)"u,

Exercice 9

Soit (uy) nen la suite définie par un premier terme ug €]0,1[ et uy+1 = Uy —

1. Etudier rapidement la suite (#5) eN-

Un+1

2. Donner la nature des séries de terme général u2,In “2+1 U

B
n+l
4. Donner la nature de la série de terme général u% ou a € R.

L Up.

3. Déterminer unréel ftelque v’ ., — ug converge vers un réel non nul.

Exercice 10

Soit

un= 1|1+ —=

Etudier la convergence de la suite (n(v7 uy)) puis celle de la série Z Up.

Exercice 11 (Mines MP 2017)

no1
Pour n € N*, soit u, = Z % Déterminer la nature de Z Up.

Exercice 12
n i P
Soit uy; = H 1+ ?) pour n € N*. Etudier la convergence de la suite (uy).
k=1

Exercice 13 (Mines MP 2018)

Soit (x5;) une suite de premier terme xg > 0 et vérifiant, pour tout n € N, x;,4+1 = X + % Montrer que xj, " Vv2n.
n—+o0
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UTILISATION DES SERIES POUR LES INTEGRALES

Exercice 14
(n+1)m

Soit f € €°(R;,R) décroissante et de limite nulle en +oo. On note aj; = f f@)sin(s)dt.
nn

1. Justifier la convergence de Z anp.

+00
2. Prouver la convergence de f(®)sintdt.
0

3. Montrer que t— f(f)sin(¢) est intégrable sur [0, +oo[ si et seulement si f I'est.

Exercice 15

Etudier l'intégrabilité sur R* de la fonction ¢ — L 7; dt en étudiant la série de terme général

1+ % sin
(n+1)m t
i ——
nmn 1+1"sin” ¢

EXERCICES THEORIQUES

Exercice 16 (Regle de Duhamel)

u +1:1_

1. Soit (1) une suite de réels positifs. On suppose que gn

% + O(Lz) ol @ € R. En étudiant la suite v, = n® u,, montrer que la série
n
Z up converge si et seulement si a > 1.
2. On choisit alors a et b deux réels non entiers, déterminer la nature de la série de terme général

_ al(a+1)---(a+n-1)
T bb+1)---(b+n-1"

Un

3. (Mines MP) Soit a > 0. Nature de la série de terme général u; = ,IL

[T@+k
k=1

Exercice 17 (Mines MP)

Soient @ € R et (uy) ;1 définie par u; >0 et uy41 = up + n“lu sin=1.
n
1. Montrer que (u;) est convergente si et seulement si a > 1.
2. On suppose a > 1 et on note ¢ la limite de (u;;). Déterminer un équivalent de ¢ — u;.

3. On suppose a < 1. Déterminer un équivalent de ufl N u,%, puis un équivalent de u%

Exercice 18

Soit (ap) =1 une suite de réels strictement positifs telle que Z ayp diverge. On note S la somme partielle de la série.

P a S
1. Montrer que L IPN P
=1 Sn+k Sn+p

2. En déduire que la série Z ? diverge.
n

3. Montrer que pour tout n =2, on a a_g <
n

)
BN

Sn—-1

a
4. En déduire que )_ S—;’ converge.
n

PP - an
5. Généraliser aux séries Z @ lorsque a > 0.
n

Exercice 19 (Mines MP) pie

Soit (uy) nen Une suite réelle bornée telle que (un + %uz n)neN converge. Montrer que (uy) ,en cOnverge.
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Exercice 20 *

a
Soit (an) nen une suite de réels telle que Z Rl converge. Justifier que
n

n

lim - Y ap=0.

n—+oon k=1

Exercice 21

Soit f une fonction continue, positive, décroissante et intégrable sur R .

1. Justifier pour tout /2 > 0 la convergence de la série Z f(nh).
+o0
2. Déterminer lim h Z f(nh).
h—0%" =0
3. (Y¢¥) Généraliser les résultats lorsqu’il existe £y > 0 tel que f est décroissante sur [ £y, +oo[ (et intégrable sur R).

Exercice 22 (Centrale MP 2016) PA

Soient f une fonction de classe 2 de [0, 1] dans [0,1] telle que ||f’||oo <1, aun point fixe de f et A = f'(a). On suppose A # 0. Soit (1) une suite
d’éléments de [0, 1] telle que, pour tout n €N, 41 = f(upn). Pour n€N, soit e, = up —aet vy =e, A"

1. Montrer que Z len| converge, puis qu'il existe k € R tel que uy, = a+ kA™ + o(A™).

2. Montrer qu'il existe £ € R tel que up, = a+ kA™ + £A%" + 0(A%™).

PO

Exercice 23
Etudier la suite u définie par son premier terme 11 = a > 0 et, pour tout 7 € N*, 1,11 = ”2—“;11 Vin
Exercice 24 (Polytechnique 2022)

ag—
aq

d d
Soit P et Q deux éléments de R[X], de méme degré d = 1. On écrit P = Z aka, Q= Z kak et on suppose que L4 bg—;l Soit u € ([Rfr]N.
k=0 k=0
Un+1 _ P(n)

On suppose que Zn =Qom pour n assez grand. Montrer qu'il existe trois constantes a, b, c telles que u;, ~ an?

ceta>0.

Exercice 25 (Polytechnique MP 2021)

2 +oo ;2

u
_ converge. Montrer que ) —2=
Up+1 =0 un+l

Soit (un) p=0 € (IR**)N une suite décroissante, telle que ug = 1 et telle que la série de terme général =4.
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