- GROUPES

I. GROUPES

GROUPES ET SOUS-GROUPES

Définition 19 (Groupe)

Ensemble G muni d’une loi de composition interne * :
— (associative) a* (b*c) = (a*b) * c,
— (élément neutre) de€ G,Vge G, gxe=exg=g,
— (symétrique) Vge G,3g' e Gtelque g+ g' =g’ * g=e (g noté g™ 1)
Ona
— G est commutatif (ou abélien) lorsque g * g’ = g’ * g pour tout g,g’ € G.
— G est fini lorsqu’il a un nombre fini d’éléments. On appelle alors ordre de G son nombre d’éléments.

Définition 20 (Sous-groupes)

H c G est un sous-groupe de G lorsque H est non vide, que la loi est stable dans H et que (H, *) a une structure de groupe. En pratique :
— H estnon vide
— pourtoutg,he H,g+he Het g~ € H (ousimplement g * h™1 € H).

L’ESSENTIEL - GROUPES ET SOUS-GROUPES

— calculs : unicité de I’élément neutre, de 'inverse

— si a € G, 'application « de translation a gauche » g — a * g (ou « a droite » g — g * a) est une bijection de G sur G (lorsque g décrit G
entiérement, les éléments a * g redécrivent - d'une autre maniére - tous les éléments de G (une et une seule fois).

— Opérations sur les groupes/sous-groupes (et construction) : structure de groupe sur un produit fini de groupes, intersection de sous-
groupes de G, sous-groupe engendré par une partie de G.

— G estun sous-groupe de (Z, +) si et seulement si il existe n € Z tel que G = nZ.

MORPHISMES DE GROUPES

’ESSENTIEL - MORPHISMES

— définition d’'une morphisme entre les groupes (G, *) et (G', *’), isomorphismes, automorphismes.

— propriétés: f(eg) = eq et flgh=fn .

— image et noyau de f : G — G’ un morphisme de groupes. Im f et ker f sont des sous-groupes respectivement de G’ et G. Plus générale-
ment 'image directe d’un sous-groupe de G est un sous-groupe de G’ et I'image réciproque d’un sous-groupe de G’ est un sous-groupe
de G.

II. GROUPES MONOGENES, CYCLIQUES

LI’ESSENTIEL - GROUPES MONOGENES

Soit (G, *) un groupe.
— On définit H =< x >= {xk, k € 7}. Lapplication k € Z — x* est soit injective, soit de noyau nZ ol n € N*. Il y a alors un isomorphisme
entre H et Z/nZ (si H cyclique d’ordre n) ou Z. On appelle ordre de x I'ordre du sous-groupe < x > s'il est fini.
d-1
X .

k

— Sixestdordre d, alors < x >= {l,x, %2,
— si x est d’ordre d, alors on a x” = e si et seulement si d|n.
— théoréme de Lagrange : si G est un groupe fini
¢ l'ordre d’'un sous-groupe divise I'ordre du groupe (hors prog),
 l'ordre d’'un élément divise I'ordre du groupe.
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II1. EXERCICES

Exercice 1

Montrer qu'un isomorphisme de groupes conserve 'ordre des éléments.

Exercice 2

Les groupes (Z/8Z,+) et (Z/2Z,+) x (Z/4Z,+) sont-ils isomorphes?

Exercice 3

chf shé
shf ché

1. Vérifier que G et H sont deux sous-groupes de GL3 (R).

cosf —sinf

Pour 6 € R, on note A(0) = (sin@ cosf

) et B(O) = ( ) On définit G = {A(0),0 e R} et H = {B(0),0 € R}.

2. Résoudre I'équation X2 = I, dans G et H. Les deux sous-groupes sont-ils isomorphes?

Exercice 4

Soit G un groupe abélien d’ordre 7, et k un entier naturel non nul premier avec n. Montrer que I'application f : x — xk

de G, et expliciter sa réciproque.

est un automorphisme

Exercice 5

Soit G un groupe commutatif, x et y deux éléments de G d’ordre respectif p et g avec p A g = 1. Déterminer l'ordre de xy.

Exercice 6 PAq

Soient G un groupe abélien, x et y deux éléments de G d’ordres respectifs p et g. Démontrer qu'’il existe un élément de G d’ordre PPCM(p, q).

Exercice 7

Soit G un groupe cyclique. Montrer que tout sous-groupe de G est cyclique.

Exercice 8

Soit G un groupe possédant un nombre fini de sous-groupes. Démontrer que G est fini.

Exercice 9

Soient G et H des groupes finis.
1. Soit f un morphisme de G dans H. Montrer que la relation xRy lorsque f(x) = f(y) définit une relation d’équivalence sur G. Combien
y-a-t-il de classes d’équivalences? On pourra utiliser 'application suivante, apreés avoir justifié qu’elle existe :

f:XeGIR— f(x)eIm f.

2. En déduire |G| = |Im f/.| ker f].

3. Soit f un morphisme de groupes de G dans lui-méme. Montrer que ker f = ker f? & Im f =Im f2.

Exercice 10

Soit G={x+Vv2y,xeN*,ye Zet x* —2y* =1}.
1. Vérifier que GcR}.
2. Montrer que G est un sous-groupe de (R*, x). Quel est le symétrique de x + yv/2?2
3. Soit x+ yv2 € G avec y € N*. Vérifier que x — yv/2 €]0,1[.
4. Montrer qu'il existe un plus petit élément go dans GN]1, +oo[ et le déterminer.
5

. Montrer que G = {gé’, ne Z}. Qu'a-t-on prouvé?
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Exercice 11

Soit G un groupe fini tel que, pour tout g € G, g2 = e (ou e est I'élément neutre de G). On suppose que G # {e}.

1. Montrer que G est commutatif.

2. Soit a # e dans G. Montrer que {e, a} est un sous-groupe de G. En déduire que G est d’ordre pair.

3. Soit H un sous-groupe strict de G et a ¢ H. Montrer que H U aH est un sous-groupe de G d’ordre 2card H.
4. Prouver que card G est une puissance de 2.
5

. Soit G un groupe d’ordre 2p avec p premier. Montrer qu'il existe un élément d’ordre p.

Exercice 12 (Mines MP 2013)

Soit (G, -) un groupe de neutre noté e. Soient H et K deux sous-groupes de G. On note HK = {hk,he H,k € K}.
1. Montrer que HK est un sous-groupe de G si et seulement si HK = KH.

2. On définit f: (h, k) € Hx K — hk € HK. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un morphisme de groupes. Dans
ce cas, montrer que f est injective si et seulement si H N K = {e}.
Exercice 13

Soit G un groupe cyclique engendré par a, de cardinal n.
1. Montrer que tout sous-groupe de G est cyclique, de cardinal divisant 7.
2. Soit d un diviseur de n. Montrer que G posséde un unique sous-groupe de cardinal d.

3. Démontrer que (Z/nZ, +) possede exactement ¢(d) éléments d’ordre d. En déduire n = Z @(d).
dln

Exercice 14 pAq

k
Soit p un nombre premier. On pose Gp = {z€ C|3keN,z” =1}.
1. Montrer que Gp, est un sous-groupe multiplicatif de C*.
2. Montrer que les sous-groupes propres de G, sont cycliques et qu’aucun d’eux n’est maximal pour I'inclusion.

3. Montrer que G, n'est pas engendré par un nombre fini d’éléments.

EXERCICES EN VRAC
Exercice 15 (Mines MP 2019)

Soit n € N*. Déterminer les morphismes de (., ) dans (C*, x).

Exercice 16 (Centrale MP 2021)

Soit G un groupe. On note G 'ensemble des morphismes de groupes de G dans (C*, x).
1. Rappeler les définitions d’un groupe et d’'un morphisme de groupes. Montrer que G est une groupe.

2. Déterminer G dans le cas ot G = Z/nZ.

Exercice 17 (ENS MP 2022)

Si G est un groupe, on note sub(G) 'ensemble des sous-groupes de G. Soit G, H deux groupes finis de cardinaux premiers entre eux.
Montrer que |sub(G x H)| = |sub(G)| x | sub(H)]|.
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