- NOMBRES COMPLEXES

I. NOMBRES COMPLEXES

MODULES

|

% = |z|2 (souvent utilisée pour le calcul)

|

121 =121, 121221 = |21 2] et | | = L si 25 0.

|Re(2)| < |z| avec égalité si, et seulement si z est réel.

IIm(z)| < |z| avec égalité si, et seulement si z est imaginaire pur.

Inégalité triangulaire: |z1 + zp| < |z1| + | 22|

Seconde inégalité triangulaire :||z1| — |z2|| < |z1 + z2|.

Cas d’égalité |z1 + z| = |z1| + | z2] si, et seulement si, il existe 1 € R* tel que z; = Az ou zp = 1z1.

généralisation: |z +...+ zp| = |z1| +...+ |zp| si, et seulement si, il existe z€ C et A1,..., 1, € RY tels que z; = A,z pour tout i.

]

ARGUMENTS

0

— On note Ul'ensemble des complexes de module 1. Cet ensemble est un sous-groupe multiplicatif de C. On note e
OeR.

— Lapplication {

=cosf +isinf pour

[R) + - UY X . . . . .

®+) ( i0 ) est un morphisme de groupes, surjectif et dont le noyau est 'ensemble des multiples entiers de 2.
0 —e

Cela signifie que : )

o silz]=1 alo;slil existe 0 eR, z = e'f,

e onae'¥ =e? gi etseulementsiil existe k€ Z, 0’ — 6 = 2k,

i0+60") _ ,i6 ,i6’ 1 _ i _ ,if
o onaell+0) = (it etew—e’ =el0,

— On appelle argument d'une nombre complexe non nul z, tout réel 6 tel que el = ]% On note alors argz = 6 [27].

— Si z,2’ sont non nuls
o arg(zz') = argz+argz'[27],
e arg(l/z) = —argz[2m].
— les arguments sont définis modulo 27. On fera par exemple attention de ne pas écrire argzz' = argz +argz'.

RACINES n-1EMES

Proposition 1 (Racines d'un complexe)

soit a € C et n € N*. On appelle racine n-iéme de a tout complexe z tel que z” = a. Si une forme trigonométrique de a # 0 est a = peie, alors les
racines n-iemes de a sont les n nombres complexes 2 a 2 distincts

20 = j 02k uk o
= Ype' n ouke[0;n-1].

Proposition 2 (Racines de l'unité)

On appelle racine n-ieme de 'unité, tout complexe z tel que z” = 1. Il y en a exactement n. On appelle alors Uy, 'ensemble des racines n-iémes
del'unité. Ona U, cUet

2ik

2ik:
Up={en , keZi={en

o, keo;n—1]).
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2im/n

— Sionnotew =e
consécutifs.

— La somme des racines n-iemes de I'unité vaut 0.

— Si zg est une racine n-ieme d’'un nombre complexe a non nul, alors on obtient toutes les racines n-iemes de a en multipliant zg par les
nracines n-iémes de l'unité.

, alors Uy, = {1,w,w?,---,0™1}. On peut remplacer les exposants [0; n—1] par n'importe quelle suite de n entiers

INTERPRETATION GEOMETRIQUE

Soit A, B et M des points d’affixe respective a, b et z, alors
— |b—al=ABet ‘ z—al = g—% (z différent de b),

z—b
— arga = (i,0A) [27] (a non nul),
= arg(i: Z) = (ﬁ/], m) [27] (z différent de a et b).

Exercice 1 (Identité du parallelogramme)

Montrer que pour tout z et z’ complexes, on a |z + 2'|? +|z—2'12 = 2(1zI? + |2/ |?).

Exercice 2 (Inégalité triangulaire)

Soient z et z’ deux complexes. Montrer que |z + z'| < |z| + || avec égalité si et seulement s'il existe zg € C, 1, I’ € R* tels que z= Azg et 2’ = 1’ z.

Exercice 3

Résoudre (22 +1)" — (z+)2" = 0.

II. TRIGONOMETRIE

cos(a+b) = cosacosb—sinasinb
cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
sinfa+b) = sinacosb+sinbcosa
sinfa—b) = sinacosb-sinbcosa
cos2a = 2cosa-1 sin2a = 2sinacosa
= 1-2sin?a
cosla = 1+c5)52a sin2a = l—c§)52a
sinf = Lz
1+ t2
cosf = 1_—"‘2 avect = tang
1+t
tanf = Lz
1-t
tana+tanb
tan(a +b) 1—-tanatanb
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ITI. OPERATIONS A CONNAITRE

¢° METHODE - TRANSFORMATIONS TRES IMPORTANTES A CONNAITRE
1+ el0 = pi072 (e—i9/2 + ei8/2) = 2c0s(0/2)e!02

1— ¢l0 = 4i012 (efiH/Z _ eiB/Z] — _2isin(0/2)e0'2

3 5 jatb ( jazb  ;b-a a-b ;atb
el 4 elh = 015 (e’ Z +e'2 )=2cos el 7 .

EXEMPLE - LINEARISER DES PRODUITS SIMPLES

on veut linéariser sin asin b. On voit que ce terme apparait dans cos(a + b). On écrit alors

cos(a+b) = cosacosb—sinasinb
cos(a—b) = cosacosb+sinasinb
cos(a—b)—cos(a+b) = 2sinasinb

ce qui donne sinasinb = %(cos(a —b) —cos(a+ b)). remarque : on peut également utiliser les formules d’Euler.

EXEMPLE - LINEARISER DES PUISSANCES A L’AIDE DES FORMULES D’EULER

i0 —if i0 —i0
e’ + e

cosf = —— et sinf = -

2 21

exemple : cos3 0 =

. s 3 . . 4 . 4 4 . . i _ i
P +2e ’6) _ (€93 +3(e!9)%e10 +83e’9(e 10y2 4 (e710)3 _ 316 310 +ge 0, 67310 6530 +3cosd
= = = : .

EXEMPLE - ADDITIONNER DES SINUS OU COSINUS

On veut additionner cos p + cos g. On utilise

;P ( ;p=q S q-p
(e e ,

— . ptq
T+e’T):2cosp2q ikt

puis on prend la partie réelle, ce qui donne :
_ ptq pP-q
COSp +cos g =2cos —cos——.

On peut également utiliser cos(a + b) et cos(a—b) avec p=a+bet q=a—b, ce quirevienta a = psz 9eth= %

EXEMPLE - DEVELOPPER EN PUISSANCES DE SINUS OU COSINUS
Exprimer sin30 en fonction de sin. Puisque sin36 = Im(e%i9),
S = (eif))3 = (cosf + i sin0)3 = cos® 6 + 3i sinf cos? O — 3cosOsin® 0 — i sin3 O
= co0s’0-3cos6(1—cos?6) +i(3sinf cos’ 0 —sin> )

ainsi cos30 = 4cos® 6 —3cosH et sin36 = 3sinf — 4sin3 6.
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a° METHODE - TRANSFORMER DES COMBINAISONS LINEAIRES SOUS LA FORME a cos x + bsin x

ona acosx+ bsinx = Re ((cosx + isinx)(a— ib)). Avec R = |a—ib| = Va? + b? et a— ib = Re”?, cela donne acosx + bsinx = Re(Re“x_"’)] =
Rcos(x—¢).
En pratique, on factorise par v a2 + b2 :

. a b .
acosx+ bs1nx:\/a2+b2( cos X+ s1nx).
Va2 +b? Va?+b?

Puisque

a 2 b 2
(\/a2+b2) +(\/a2+b2) b

. On termine alors grace a la formule cos(x — ¢).

Vare
Vawz Y

il existe ¢ € R tel que

EXEMPLE - DETERMINER DES SOMMES DE SINUS OU COSINUS :

soit @ € R. On note, pour n €N,
n n
Cp= Z coskf et Sy, = Z sin k6.
k=0 k=0
Ona
n . n ok
Cn+iSp=) =Y (e)".
k=0 k=0

Si ef? # 1, alors on obtient

P g8 Giln+1)0/2 (—Zisin((n +1)8/2) )
iSp= ; = ; )

meen 1_ el 01012 —2isin(8/2)

ce qui donne, apres simplifications,

nf . (n+1)0 .. nd . (n+1O
cos — sin sin — sin
Cn= - 9 Z etS; = 2
sin ) sin 2

Les valeurs ne sont pas a connaitre mais la méthode doit étre entierement maitrisée.

IV. EXERCICES

Exercice 4 (Inégalité triangulaire généralisée)

n

PIE

k=1

Soient z1, 2y, ..., z; des nombres complexes. Montrer que

n
< Z |zk| avec égalité si et seulement s'il existe zg € C, A1,A2,..., A, € R* tels
k=1

que zj = Ayzg pour tout k € [1; n].

Exercice 5

Déterminer les nombres complexes z tels que |z| =z + 1| =1.

Exercice 6

Soit z € C différent de 1. Montrer que % f; €iRo |zl =1.

Exercice 7

2_ 1

Déterminer les complexes z tels que z°= = —= + i%. En déduire des valeurs simples pour cos(%), sin(%) et vérifier que tan(%) =v2-1.

[\S)
\S)
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Exercice 8

n
1. Onnote Uy, = Z (2 r . Déterminer Uy, et V;; en fonction de n.

n
etVa= ) (2k+1

0<2k<n 0<2k+1<n
2. On note
n n n
Un= Z Vi = Z ( )ETWn: Z ( ),
0<3k<n 3k 0<3k+1<n 3k+1 0<3k+2<n 3k+2
Déterminer Uy, V;, et W, en fonction de n.
Exercice 9
. n-1
Soit 72 un entier, n = 2, et w = 2/ _Calculer Z (1 +a)k)".
k=0

Exercice 10

n X n
Pour x ¢ 277, on note Dy (x) = Z e'k¥ et Sn(x) = Z Dy (x). Simplifier les deux écritures et vérifier que Sy, est positive.
k=—n k=0

Exercice 11 (Mines MP) PAq

Soit a, b et ¢ de module 1 tels que a + b+ ¢ = 0. Montrer que a® + b? + ¢2 = 0.

Exercice 12 PAq

Soient trois complexes non nuls a, b et c tels que a+b+c =0 et L1y % + % = 0. Montrer que les trois complexes ont le méme module. Que peut-on

a
dire de plus?

Exercice 13 (Mines MP) PA
n—1 i

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Calculer | | (1 e ”/n).
k=1

Exercice 14 A

Déterminer un polynome de Z[X] de degré minimal ayant a = 2 cos % pour racine.

Exercice 15 (Polytechnique - pour 5/2) PAY

Soient G un sous-groupe de U, I' = {z €G;lz—-1]< % }, H le sous-groupe de G engendré par I'. Exprimer une condition pour que H ne soit pas

réduit a {1} et prouver qu’alors H = G.
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