SOLUTIONS

CHAPITRE 29 - ESPACES PREHILBERTIENS
Exercice 29.1

1. ona (x,y,z) € F si et seulement si

- - = -3
x+y+z = 0 N x+y+z = 0 - X 32
x-2y+3z = 0 —-3y+2z

|
o

Une base de F est f = (-5,2,3).

2. Ona | f|| = vV25+9+4=38. Si u est un vecteur de E alors p(u) = <u, ﬁ> IGE soit

f —-5x+2y+3z 1
{u, f (=5,2,3) = —(25x-10y —152z,-10x+4y +62,—15x+ 6y +92).
||f|| 38 38
25 -10 -15
La matrice de la projection dans la base canonique est donc % -10 4 6
-15 6 9

3. ona pley) = 35(25,-10,-15), e1 - ple1) = 35(13,48,53) et d(e1, F)? = e — plen)|* = 15
Exercice 29.2
0 1
1. Ona.Z =Vect(I,K) ou K = ( 1 0) donc .# est un sous-espace vectoriel (de dimension 2) de E.
2. Une matrice M = (Lcl Z) est orthogonale a .7 si et seulement si elle est orthogonale a I» et K (famille génératrice de .#). On a
oM, )=a+detoM,K)=b-
La matrice M est dans .Z = si et seulement si a = —d et b = ¢, c'est-a-dire si il existe a, b € R tels que M(Z _ba). Une base de .Z+ est

flo S ot

3. on note M et M ces deux derniéres matrices. On remarque que ces matrices sont orthogales et de norme /2. Si p est la projection
orthogonale sur .# 1, alors

pi) = UM 2Ly My
= ) 1 y VI
ik M2 117

cela donne p(M) =0 +2M2 =M = ((l) (1)) (on peut remarquer que J— M = b € & = F11),

4 Onad=|/-pz|=[p] =v2

Exercice 29.4
1. On commence par le cas Ry [X]. Le plus simple ici est de déterminer une base de E; et d’écrire que P L Ej si et seulement si P est

n .
orthogonal 2 une base de E;. Une base possible est X, X2,...,X"".Si P = Z aka alors <P, X’> =a; =0.Si P convient alors P est constant.
k=0
Réciproquement ces polynémes conviennent (on peut aussi remarquer que Ej est un hyperplan de R, [X] et que son orthogonal est par

conséquent une droite). Pour le cas de R[X], P doit étr eorthogonal a tous les X! pour i € N*. Cela donne de nouveau E =Rp[X].
2. Méme principe avec la base (X - 1xk pour k € [0;n—1]. On obtient <P, Xk—k+1> =ay—apy1 =0.Si P convient alors P = ap(1+ X +
X2 +...+X") et réciproquement ces polyndomes conviennent. Dans le cas de R[X]. Si P € Ef- est de degré exactement d (avec d € N), alors

<P. x4 Xd+1> =ag—ag4 = aqg =0 d’ott une contradiction. Seul le polyné6me nul convient.

n n

On peut, dans le cas de R, [ X] écrire également que Ep = {P =) ap X, Y ar= 0} ={PeRy[X],(PQ)=0} ot Q=1+X+...+ X" Ainsi
k=0 k=0

Ey=Qlet

Ey = QY = ((vect)* ) = (Vect(Q)) - = Vect(Q).

Ej estI'hyperplan orthogonal a Q, donc E, L est la droite dirigée par Q. Cela ne fonctionne plus aussi simplement dans R[X].

k

1 X
———ay = 0. Ainsi E3- = Vect(R) ou R = Z ——. Comme

3. Méme principe... en déterminant une base ou a partir d'une équation de E3 : Z kel

o k+1
pour Ez, dans R[X], on a E\% = {0}.
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Exercice 29.5

On note F = Vect(vy,..., vg). Cet espace est de dimension k.
1. Le plus simple est de déterminer le noyau. En effet, x € ker f si et seulement si pour tout i € [[1;k], (Ui,x> = 0 puisque {vy,..., v} est
libre. Cela équivaut a dire que x € FL. On en déduit que ker f=F L, puis par le théoréme du rang, querg f = n— (n—k) = k. Puisqu'il est
immédiat que Im f c F, par dimension on obtient Im f = F.

2. Lapplication f est alors bijective puisque ker f = {0} ou que Im f = F = E. Si (a; ..., an) est donné, il existe un unique x € E tel que

n
f(x) =) a;v;, Cest-a-dire tel que Vi € [1; 1], (v;|x) = a;.
i=1

Exercice 29.6

— puisque [ est continue, ker f = £ 1 ({0}) est fermé donc d(x, ker f) = 0 si et seulement si x € ker f = ker f. On en déduit que d(x,ker f) >0
(si on ne le fait pas maintenant, on se rend compte plus tard qu’on aura besoin de ce résultat).

— Puisque f est une forme linéaire et f(x) # 0, on a E = ker f @ Rx. Tout vecteur z de E se décompose de facon unique en z = Ax + u avec
AeRetuekerf.Soit z€ E quon écrit z=Ax+uavec L € R, u e ker f. On suppose que A #0:

If@I _ IfAx+w) M _If@I _ 1)
Y P P
Ona Hx+ % H = d(x,ker f) donc |]|T(ZZ”)| < %?rlf)' Pour 1 =0, z € ker f etI'inégalité est encore vraie. On a donc
VzeE |f ()] < |f ()]

"zl T d(xker f)

eIl < zibio
— De méme, de la relation lJIT;ZII)I = Hlf(—xb)tlH, on obtient || f|ll = ulf(—x)ul“ pour tout u € ker f et 1 # 0 et ainsi ||| ||| = |||;{(_x1);||| pour tout
X+ — X+ =
A A

v e ker f ou encore |x— vl |l fIll = | f(x)| pour tout v € ker f ce qui donne, en borne inférieure, d(x,ker f)[| Il = | f(x)]
Remarques :
— pour la seconde inégalité, on a directement, pour tout veker f, | f ()| = [f(x— )| < I fll. lx—vI...
— On peut aussi constater que

s LE o @I ) @) @l Il
z#0 12l yexerfazo 12l ueker faz0 Hx+

%H _ uEkeirnffuuo HJH%H ) veilgfrf”x_ vl dlxker f)

Si(ll £l est atteinte en zg = ug + Agx (avec A # 0 sinon f(zg) = 0), alors

Lf ()]

U,
x+ -2
Ao

=

etainsi d(x,ker f) = Hx + X—g H . Puisque v = —%—8 e ker f, la distance est atteinte. Méme principe dans I'autre sens.

Remarque : c’est notamment le cas en dimension finie puisqu’alors la distance a ker f est atteinte pour le projeté orthogonal de x sur ker f etla
norme subordonnées est atteinte (c’est la borne supérieure de | f(z)| lorsque z décrit la sphére unité qui est fermée et compacte).

Exercice 29.7

— Sitous les termes sont nuls a partir d'un certain rang, la série est évidemment convergente.

— Soit v € FL. Pour toute suite u de F, on doit avoir (, v) = 0. En prenant la suite « nulle sur tous les termes sauf en un certain rang ng pour
lequel u,, = 1, on a bien u dans F et (u, v) = vy,. Si v est dans FL, alors v est nulle. la réciproque étant vraie, on a F- = {0}.

— Soit u une suitede F.Ona ) u%, convergente. Soit p € N et considérons la suite uP) obtenue en tronquant la suite 2 partir du rang p+1:

ona u;p) =uylorsquen<pet uﬁf’) =0sin>p.Lasuite u— ulP est nulle jusqu’au rang p puis, pour n> p,ona (u— uP), = uy,. Ainsi

2 p +00
Hu—u(p)" = Z 0%+ Z u%,,
n=0 n=p+1

et puisque ) ufl converge, la suite des restes de cette série est de limite nulle. On a, par conséquent, lirP u'P) =y (au sens de la norme
p—+oo

utilisée). Puisque pour tout p €N, u'P) est dans F, on a F = £2(R).
— On considere v la suite vérifiant vilp ) = on, p (tous les termes sont nuls sauf au rang p). La famille .7 = (v(p)) peN est une base de F :
toute suite de F se décompose en tant que somme finie de ces suites. Puisque F est dense dans ¢2(R), la famille est totale.
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Exercice 29.8

1. Puisque R, [X] est de dimension finie, I'application A — (A, -) est un isomorphisme de R, [X] sur son dual, or I'application § : P — P(0) est
une forme linéaire sur R, [X], donc il existe un unique polynéme A, € Ry, [X] tel que § = (A, ), c'est-a-dire VP € R, [X], P(0) = (Ap, P).

2. Le polyndéme A, n'est pas nul car la forme linéaire 6 n’est pas nulle. Notons r le nombre de racines d’ordre de multiplicité impaire de A,
r
appartenant a I'intervalle ]0, 1] et supposons r < n— 1. Si on note ay, ..., ar ces racines, alors on peut écrire A; = l_[ (X —ay)B, ou B est

k=1
un polynéme non nul de signe constant sur ]0, 1[. Par définition de A;, on a pour tout P € R;,—1 [X], (XP, Ap) =0, donc en particulier pour

r 1 r
P= H (X —ayg), ce qui donne f t H (r— ak)2 B(t)dt =0. Or la fonction intégrée est continue sur ]0, 1[ et garde un signe constant, donc
k=1 0 k=1

,

elle est nulle sur ]0, 1], ce qui signifie que le polynome H (X - ak)zB possede une infinité de racines, donc c’est le polyndme nul, d’olt
k=1

B =0 ce qui est absurde. On en déduit que r = n, donc A; admet n racines d’ordre impair dans 10, 1[, or il est de degré inférieur ou égal a

n, il est donc exactement de degré n et posséde n racines simples dans I'intervalle ]0, 1[.

Exercice 29.9

1. cours.

2. Posons G={f € E|Vx€[-1,0], f(x) =0}. On remarque quesi f € F et g € G, alors le produit f g est nul donc (f,g) =0, dou Gc FL.
Soit g ¢ G, quitte a changer g en —g, il existe a € [-1,0] tel que g(a) > 0. Comme g est continue, il existe un intervalle [b, c] < [-1,0] tel
que b < c et g >0 sur [b, c]. On définit alors f € E continue affine par morceaux par Vx € [-1,1]1\ [b,c], f(x) =0, f(%) =1, f affine sur
[b, %] et sur [%, cl. On observe que f € F et que le produit fg est nul sur [-1,1]\ [b, ¢] et strictement positif sur 1b, ¢[, donc {f,g) >0,
douge¢ F1. Finalement, on a montré que Fl=aG.

3. Soit f € E telle que f(0) = 0. On construit deux fonctions g et h en posant g = f et h=0sur [-1,0] et g =0et h = f sur [0, 1]. Les fonctions
g et h sont continues sur [-1,1] car f est continue et f(0) =0,donc ge Fethe Fletf= g+ h.Inversementsige Fethe FL, alors
2(0) =0 et h(0) = 0 donc (g + h)(0) =0. 1l en résulte que F+ FL = {f € E| £(0) = 0}. On observe que F + F- #E.

4. Soit & I'ensemble des fonctions polynomiales, et f € £, Par théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P;) de fonctions po-

1
f 1 (Prf 0 - F0?) dx

lynomiales qui converge uniformément vers f sur [-1,1]. Or ||P,1f—f2 ||oo < ||f||oo ||Pn —f||oo, donc <

X p—+oo _

1 1
2| floo 1Pr = fllog =——— 0. Or f . Py (x)f(x)dx = 0, d’ol1 en faisant tendre n vers I'infini, on obtient que fo f?dx=0dou f=0

par continuité de f. On en déduit que 2+ = {0}.

Exercice 29.11

p
1. Soit F = Vect(ey,...,ep). Six € FL, alors | x| = > (=, ek)2 = 0. Ainsi F1 = {0} et F = E. La famille est donc génératrice et p > n. Puisque
k=1
p<n,ona p=n.Onapplique encore la relation a I'un des vecteurs e;. Cela donne

p
ol = §: (enei? = en i = el

On obtient ||e;||* < [|e;|*. Puisque e; # 0 (la famille est une base de E d’apres les résultats précédents), on a ||e; ||* < 1.
2. Soit F; = Vect(ey,...,ej_1,€j+1,...,€n), sous-espace de dimension n—1 de E et u un vecteur de FIJ- On applique encore la relation; cela

donne [[u?|| = (e;, u)* < ||e;||* lull2. Ainsi ||e;|| = 1 et le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne e; et u colinéaires. On a
bien e; orthogonal aux autres ey et unitaire. On en déduit bien que la famille est orthonormée.
Exercice 29.12
1. Ona | p(x) ||2 ={(p), p(x)) =(p), p(x) — x + x) = (p(x), p(x) — x) + (p(x), x) = { p(x), x) puisque p(x) et p(x) — x sont orthogonaux.

n n n
2. 0na Y lIpe)l? =Y (plep),e;).Orple;),e;) estle coefficient d’indice (i, i) de la matrice de p dans %, donc Y llp(e))|> =trp=rgp =
i=1 i=1 i=1

Exercice 29.13
1. On vérifie qu’'on a bien un produit scalaire. On a (Xk11) =T(k+1) = kL.
n
2. — Le polynome Q appartient a F ce qui donne 'existence de réels ay,...,a, tels que Q = Z ale. Avec a; = —ay, on obtient le résultat.

=1
— Le polyndme Q est le projeté orthogonale de 1 sur F donc 1-Q L F. Pour tout k € [1; 1], ona (1 - QIx%) = 0. On explicite cette égalité.
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Soit ke [[1;n],ona
+00 n n
(1—Q|Xk):f (1+Za,/ the tdr=kl+ Y as(k+0)!=0.
0 r=1 /=1

!
(ke Of et k!P(k) = (1 - Q|X¥) = 0. Ainsi pour tout k € [1; 7],

n n
Or pour un tel entier k,ona P(k) =1+ Y apk+1)...(k+0) =1+ ) ay
/=1 /=1
onaP(k) =
— Le polynéme P est de degré n, de coefficient dominant a; et admet 1,2,..., n pour racine. Ainsi P = a, (X —1)(X - 2)... (X —n). Il reste
a déterminer le coefficient dominant a;. Pour cela on calcule P(-1) (car —1 est racine de tous les polynémes (X +1)...(X + k)). Cela

n n
donne P(-1) =1 = a,(-1)"*(n+1)!. On obtient finalement P = D H (X -k).
GRSV

3. En remplagant aj par —f, on montrer que I = glin (1 - R||2. Ce minimum est atteint lorsque R est le projeté orthogonal de 1 sur F,

c’est-a-dire Q. Onadonc I = [1-Q|I% = (1— Qll Q) =(1-0Q|1)-(1-0Q|Q).0rQe Fet1-Qe F+ doncI=(1-0Q|). En reprenant le calcul

(=D" 1
m+D! n+1-

de la question 2.b, on trouve (1-Q|1) =1+ Z ap?!= P(0). Puisque P(0) =
/=1

((-1)™n!), on obtient I =

Exercice 29.14

1. on vérifie...

2. Des deux espaces, le plus petit est W puisque c’est un espace de dimension 2. Si on note fy: x— e* et f1 : x— e ¥, alors W = Vect(fp, f1)-
En revanche V l'intersection de deux hyperplans (noyau de deux formes linéaires f — f(0) et f — f(1)), donc trés gros (et au passage
c’est un sous-espace vectoriel de E).

— Vet W sont orthogonaux : soit f € V et g€ W, alors

1 1
<f,g>=fO f(r)g(t)+f’(t)g’(t)dr=fo fog"w+f g wde=[fng 1]y=0

Puisque les deux sous-espaces sont orthogonaus, ils sont en somme directe.
— Par analyse synthese, on prouve que E < V + W. Soit h € E et supposons que h = f + g avec f(0) = f(1) =0 et g’ = g. On peut écrite
g=afo+pBf1.Enévaluanten O eten 1, cela donne

h(0)=a+feth(l) = ae+ﬁe*1
La résolution de ce systeme donne (1 — e?)a = h(0) — eh(1), soit @ = M puis f=h(0)—a= e%. Finalement
—e —e

h(0) — eh(l) o h(1)—eh(0) _,
— +e >—e .
1-¢ 1-¢

et f(x) = h(x) — g(x) - les deux fonctions sont entierement déterminées a partir de h.

Récipoquement, soit i € E. On note g = h(Oi — e?(l) fote h(li — e?(O) fietf=h-g.Onabien f+g=h, ge W.Ilsuffit de calculer
—e —e

f(0) et f(1) pour obtenir 0, si bien que la décomposition convient.

— Pour finir, f est la composante sur V et g la composante sur W de h dans la décomposition E = V& W. De plus V L W donc la
projection orthogonale de h sur W est cette composante sur W, donc la fonction g obtenue.

3. Lensemble E, g n’est pas un sous-espace vectoriel mais un sous-espace affine de E. Considérons f une fonction de Eq p (par exemple la
fonction affine x — a + (6 — a)x). Alors f € E, g sietseulementsi f — f € V.Onnote ||-|| la norme associée au produit scalaire. On a donc

1 B _\2 N 2
T Ty R L e A I A )

fEanﬁ 0

Cest-a-dire d2(f,V) = | f - pv(f) || oll pv(f) est le projeté orthogonal de fsur V.Or f—py(f) = pw(f). On ace projeté dans la question
précédente - et puisqu’il ne dépend que de £(0) et f(1), 'expression de f n’est méme pas utile. Finalement

. (L) bl + (L)

2 f 0
puisque fp et f1 sont orthogonaux. Il n'y a plus qu’a finir les calculs.

1-¢
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