SOLUTIONS

CHAPITRE 25 - SERIES ENTIERES

Exercice 25.2

Puisque (a;1™) converge vers 0, le rayon de converge est au moins 1. Puisque Z an1" diverge, le rayon de convergence est au plus 1. Finalement
R=1.

Exercice 25.3

+00 .
La série de fonctions ¢t — Z anr” et converge normalement sur [0, 27]. On peut donc inverser les sommations et
n=0

2n . . too 2w
f frethe Mar=y" (akrk[ e‘(k_")tdt).
0 0

k=0

2n .
Lintégale [ e'P! dt est nulle lorsque p est non nul, et vaut 27 lorsque p est nul. Dans la série précédente, toutes les intégrales son nulles sauf

lorsque n = k, et on obtient donc

apr™ 27
Ap(r) = — f dt=aur".
2n  Jo
Si, pour tout z complexe, on a | f(z)| < M, alors

2n

L2 i —int 1
|An(r)|s—f frethe dr|<— Mdt=M,
2 |Jo 21 Jo

et1’on en déduit que pour tout entier 7 > 0 et tout réel r > 0, on a I'inégalité |a, r"*| < M, ou encore |a,| < M/r". En faisant tendre r vers l'infini,

on en déduit que |ay| <0, et donc a; = 0. On a alors f(z) = ag etla fonction f est constante. La fonction sinus donne un exemple de fonction qui
est développable en série entiere de rayon infini, et bornée sur R mais non constante.

Exercice 25.5

1. Exprimons sin x sous la forme (eix + e_ix)/(Zi). On a alors pour tout x réel

f)= i(e(”l)x —elmithxy _ 1 Jio A+t A=t
21 2i \n=o n! =0 n!

On obtient alors .
@ a+p"-a-n" £"
fo=2 2i n’

n=0

. BN 1
et, puisque 1+i = V2el™4 ona % = \/En sin(nm/4), et finalement
+00 n xl’l
f)=3 V2 sin(nr/4) =—.
=0 n!

La série entiere est donc de rayon infini (puisque la relation précédente est vraie pour tout x € R).

2. Appliquons la formule du produit de Cauchy a e* sin x. Si 'on note ay, les coefficients de la série de sin x, le coefficient b, de x" dans le

n
produit est alors by, = Z ap o Or ap estnul si p est pair et ay,) = (-1)*/(2k +1)!. On obtient donc
p=0 n-p):

n (_1)k'
Rk+1)!(n—2k-1)!"

bn:

0<2k+1<n

Par unicité du développement en série entiere, on obtient 1’égalité avec la premiére question.

Exercice 25.6

1. OnaA"apz" = an(A2)". Si |Az| < R (soit |z| < R/|A|) alors ) A" a,z" converge, etsi |Az| > R (soit |z| > R/|A|) alors ) A" a,z" diverge.
On en déduit que la nouvelle série entiére a un rayon de convergence R/|A[.

2. — Soit R’ le rayon de convergence de ) _ a2 z". On remarque que |a2z"| = (Ianl(\/E)”)z.

— Si[z] < R (Cest-a-dire |z| < R?), alors (an \/|7|n) est bornée, donc (Ia%z”I) est bornée. On en déduit que R’ = R? (tout z de la boule
B(0, R?) vérifie (a2 z™) est bornée, elle est donc contenue dans B(0, R') et R? < R').

— Réciproquement, si |z| < R, alors (a,%z”) est bornée, donc la suite (aj, \/mn) est bornée. On a donc v/z] < R, et cela, pour tout z tel
que |z|2< R'. Pour tout z tel que |z| < R', on a |z| < R, on en déduit que R’ = R? (pour tout r < R/, on a B(0, r)  B(0, R?), si bien que
R'<R?).
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Exercice 25.7
a

n
— Soient @ € Rtel que 0 < a < R, et z € C. La suite (|ay|a™) est bornée. Soit M un majorant de cette suite. On a alors la"' |z|" < M 1 [M) ,

et comme la série de terme general (%I) est une série convergente, on en déduit que la série de terme general anz"/n! converge

absolument. La série entiére Z —'z a donc un rayon de convergence infini.
n

— Lorsque R =0, on ne peut pas dire grand chose. Il suffit de prendre a, = (n)® olt @ > 0. Si @ = 1, le nouveau rayon est 1, si @ > 1, il est nul
etsia€]0,1], il est infini.

Exercice 25.8

n
1= 2: ilexiste un entier ng et M € R* tels que, pour tout n = ng, ¥/an| < %, ce quidonne |ay| < % Le rayon de convergence de Z nlayz"
2. 2 N . M” n . n! n.n . . N .
est donc supérieur ou égal a celui de Z nl—-z". Soit up = FM z'" (on suppose M > 0 sinon tous les coefficients a;,, sont nuls a partir
n

d’'un certain rang). Les termes u;; sont non nuls, et

Up+1

_ (m+1n" II‘(
un |

n n
Mzl = (——) Mizl.
(n+1) n+1

Ce quotient tend vers Melzl lorsque 7 tend vers +oo, et la série entiére a un rayon de convergence égale a e/ M. On en déduit que la série
entiere de départ a un rayon de convergence strictement positif. Plus simplement, il suffit de constater que |uy| < (M|z|)" et la série
converge lorsque |z| > 1/M (ona n!/n" <1).

2=1: Soit R le rayon de convergence de la série entiére et soit M € [0, R[. La suite (n!a; M"™) est bornée. Il existe K = 0 tel que, pour tout

1/
neN,|nla,M" < K.Celadonne |a;| < 'M” etn Vlayl < w M . La suite (Kl/") converge vers 1. Par la forme faible de la formule de
n Kl/n

Striling, ona V'n! = v La suite étant convergente, elle est bornée. On en déduit par conséquent
n— OO

n—+oo Ypui M
que (nv/]ayl) est bornée, ce qui signifie bien que Vapl= O (%]
n—+oo

Exercice 25.9

Pour x<2,0na f(x)=v2(1- %‘)1/2. On se raméne a une série connue et on obtient une série de rayon de convergence 2.

o b(E-1) (-0 1)

1
fo = 1+ Z o o0 =D"x"
10 1.3---2n-3) ,
= \/§ 1- Z Tx
n=1 n
En multipliant le numérateur et le dénominateur par le produit
4---2n-2)2n-1)(2n) =2"n!(2n-1), on peut encore écrire
+00
2n)!
x)=v2[1- — "
U ( n; (2n-1)231(n))2

Exercice 25.10

- est continue sur R*

. G i ur u u =-x.Si -1, é i ur u urR™. i —
1. Le dénominateur s’annule lorsque e’ Si x > —1, le dénominateur ne s’annule pas sur R*. La fonction ¢ L
x+el

et négligeable devant 1/¢2 en +oo. Pour x = —1, on a la continuité sur ]0, +oo| et Ll ~ t = 1. Lintégrale est faussement impropre en 0.
e

Le comportement en +oo estle méme. Si x < —1, le dénominateur s’annule dans ]0, +oo[ et I'intégrale n’existe pas. Finalement I'ensemble
de définition est [—-1, +ool.

2. Onapourt=0et|x/<1

t et -t

Z (- l)nx te—(n+1)t
x+e’ 1+xe

|xn| +00
— - Lasérie Zf | fn(t)|dt converge. On a évi-
(n+1) 0

dement converge simple de la série de fonctions sur [0, +oo[ et la fonction somme est continue sur cet intervalle (elle vaut L 7). Ona
X+e

+00 +00 )
On note f,(t) = (-1)"x"te~("+Df On af |fn(n)dt = Ixnlf re”FDIqy =
0 0

par conséquent
+00 (_1)11
pourtout x€] - 1,1[, f(x) = Z —
n=0 (n+1)

n
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p!

On a notamment, pour tout p €N, f(p) 0)=(-DP 3.
(p+1)

Exercice 25.12

On vérifie que le rayon de convergence est 1 (regle de d’Alembert) et que la série converge absolument en +1. La fonction f est donc définie

sur [—1,1]. Elle est de classe ¥*° sur ] — 1,1[. On peut décomposer m en éléments simples ou d’abord calculer f’(x) (pour profiter de la
+00 (x3)ﬂ

simplification). Pour x €] - 1,11, f'(x) = Z =—In(1-x%).Onaalors pour |x| <1,
n=1 I

X x 43
-f ln(l—ts)dt:—[tln(l—tg)]x—I&f S dt
0 0 0 1-¢

F-f0)

Bo141 1
—xln(l—x3)—3f —3dt=—xln(1—x3)+3x—3 ——dt
0 1-t 0 1-¢

On effectue la décomposition en éléments simples :

-3 3 1 t+2 1 t+1/2 3/2

1-8  (-DA+1+12) -1 24r+1 -1 2ire1l (141/2)2+3/4

et on termine le calcul des primitives avec ¢a :

1 2x+1 1
f(x)=3x-xIn(1 —x3) +In|x—-1|- —ln(x2 +x+1)— \/§arctan( ) + \/§arctan(—)
2 V3 V3
Exercice 25.13
1 (1 ' 1 1 o x"
— Par encadrement, on a ?f tdt<ap sfo t" dt, c'est-a-dire 2+ S S TET Puisque Z 1 a un rayon de convergence égal a
1, on en déduit que le rayon de convergence cherché est 1 également.

n n n n
— Lorsque £ € [0,1] et |[x| <1, on a tll—xlz < |x|™. La série de fonctions ¢ — L |x|2 converge donc normalement sur [0,1], et 'on peut

intervertir les signes [ et Y. On obtient

dt
A+2)1-tx)

o) 1 +00 1
Z anx”=f Z(tx)"dtzj
n=0 0 0 0

1+ 2

On décompose en éléments simples

1 _ b (leex x?
A+)Q-tx) 1+x2\1+£2 1-tx)

ce qui permet de calculer I'intégrale. Pour |x| <1,

= n x 2 1
Y anx" = 5 [arctant+—ln(t +1)—xln(1—tx)]
n=0 1+x 2 0
1 n In2
= —+—x-xIn(1-x)|.
1+x2\4 2

Exercice 25.14

1. — Lesdeuxséries ont méme rayon de convergence que leur série dérivée Z cos((n+1)a)x" et Z sin((n+1)a)x". Puisque | cos((n+1)a)| <
let|sin((n+1)a)| < 1, on obtient que dans les deux cas la série est de rayon supérieur ou égal a 1.
— Del'égalité cos(2(n+1)a) = 2cos?((n+1)a) — 1, on déduit que la suite (cos((n + 1)a)) ne peut converger vers 0 (sinon on obtiendrait
0 = —1 par passage a la limite). La série de terme général x" cos((n + 1)a) est donc de rayon 1, ainsi que la série de terme général
x" cos(na)

n
— Del’égalité sin((n+1)a) = sin(na) cosa + cos(na) sina, on déduit que si la suite (sin(na)) converge vers 0, alors la suite (cos(na) sin @)
converge vers 0, et puisque la suite (cos(na)) ne converge pas vers 0, on a sina = 0, soit @ = k7, avec k entier. Réciproquement, si
a = kn avec k entier, alors la suite (sin(n + 1)a) estla suite nulle.
n

. o .y X , . . . A
— Conclusion :1a série entiere Z — sin(na) est de rayon 1 lorsque a n’est pas un multiple entier de 7 et est de rayon infini sinon.
n

+00 ina
e
2. Lorsque |x| < 1, on peut calculer la somme des deux séries simultanément en posant f(x) = Z x" . On obtient en dérivant
n=1 n
+ ia ia —-ia
= fei("“)“x” ¢ _el-e 9
=0 1-el®x 1-2xcosa+x?
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P _ cosa—Xx : sina PR __1 _ 2
Ainsi f'(x) = T 2xcosqri2 i cosai 2 Alors A est la primitive nulle en 0 de R f. Donc A(x) = —5 In(1 —2xcos & + x°).
+00 .1 .
3. Sil'onpose B(x) = Z o sin(na), alors B estla primitive nulle en 0 de S f. En dérivant la fonction h : x — arctan [%), qui est nulle
n=1

en 0, on obtient bien /' (x) = Im f, d’otile résultat.

Exercice 25.15
1. Onnote uy = apx™. Ce terme est non nul pour x # 0 et n € N*. On a alors, pour n € N*,

Up+1 _ 2n-1 (2n+2)! (nh? 2n—1(2n+2)(2n+1) 2(2n-1)

X=—
u,  2n+1 (n+1)H? (Zn)' Ton+1 (n+1)2 n+1

1

Un+1 - s
—— | =4|x|. Le rayon de convergence de la série entiére est e

On en déduit que lim
n—-+oo

Up

2. Onreprend le calcul précédent qui donne (n+1)ay+1 = —(4n—2)ay, pour n € N*. Pour tout x €] — %1; %1[, ona

+oo +oo +00 +oo
o= Z napx"t = Z n+Dapx"=a; + Z (n+Dap1x" =a; + Z (4n-2)a,x"
= n=0 n=1 n=1

Avec a; = -2, cela donne, f’(x) = -2+ 4xf'(x) —2f(x) soit encore (1 — 4x)f’(x) +2f(x) = —2. On résout cette équation différentielle
sur | — l l[ Une solution particuliére est la fonction constante égale a 1. Les solutions de I'équation homogene sont les multiples de
X exp(g Inl4x—1)) =v1-4x.Onadonc f(x) =1+ Av1-4x. Puisque f(0) =0, on a finalement

11
Vxel-—;-[f(x)=1-v1—-4x.
] 1 4[f()
Exercice 25.16

1. La fonction f est la somme d'une série entiere. On calcule le rayon de convergence de cette série entiere. Soit u,(x) = (-1)" Si

(2” ')2

2
x#0etneN, uy(x) #0et ‘ Up+1(0 | _ __ x -, de limite nulle lorsque n tend vers +oo. Donc le rayon est infinie et f est définie et
Un(x) 1~ 4(n+1)

continue sur R.

2. On peut écrire f(x), f'(x) et f(x) et essayer de trouver une combinaison entre ces fonctions. Plus généralement, on peut partir du

2
quotient ”"“ et reconstituer les fonctions. On pose u; (x) = aan". On a, pour tout n €N, u,41(x) = _(ZXT)Z un(x) c’'est-a-dire 2n +
n
2)2an+1x2”+2 = —x2 an 12" et pour x #0, 2n +2)2an+1x2” = —anxzn. On somme ces relations (toujours pour x # 0) et on reconstitue les
+00
fonctions. On a tout d’abord, Z (2n+2)2 an+1x2” = —f(x). Pour faire apparaitre f" (x), on décompose 2n+2)%2 =2n+2)2n+1)+2n+2)
n=0
cela donne
+00 +00
~f =) @Cn+2)@n+ a1 x*"+ Y. @n+2)ap k2"
n=0 n=0

en multipliant par x (pour faire apparaitre f’(x) dans la derniére somme), on obtient finalement —x f(x) = xf" (x) + f'(x) donc f est
solution de xy” +3' + xy =0.

+oo [too (1) -n"
3. Pour x > 1, F(x) =f ( > (n—),z tzne_xr) dt. On définit la fonction vy, sur RT par vy () = (;nl),)z 21 e=*t 14 fonction v, est conti-
n=0 (2" n!) n!

nue sur Ry, intégrable sur R, (puisque v,(f) = o(1/£%)) et, a I'aide du changement de variable u = xt, puis d’intégrations par parties

successives, on montre que
+oo -n* 1 +o0 2n)!
f Un(t)dl’:(—)zﬁf u2ne—udu:(_1)n%_
0 @"nn x4 Jo @"nexe"*

too 2n)!
Puisque v;, est de signe fixe, on af lvp(®)ldt = % On note aj ce dernier réel. Pour n € N, ) Un+l| _ (2n+2)(2n+ 1)
0 @"nh~x="* @n+2)%x
ﬁ Cette suite tend vers 1/x2 lorsque n tend vers +oo. Pu1sque = €10,1[, la série } a, converge. De plus ¥ v, converge sim-
n+2)x x?
+00
plement sur R} et la somme Z vy est la fonction continue ¢ — f(x)e *!. Le théoréme d’intégration terme a terme donne F(x) =
n=0
Z -n" L Il reste a prouver que cette somme vaut 1 Pour x>1
(2nn!)2x2n+l /1+x2 ’
L,
= — = — n—%—- = n——
l+x2 X 1 X ;=0 xZn =0 x2n+1
1+—
x2
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ot Bg =1 et, pour n € N*,

7] i e

- nl3...Cn-1 _ ., @n)
Bn= " =(-1 2n ! 1) 22’

La formule générale est valable pour n = 0. Si x > 1, on trouve la formule demandée

+00 |
S o Y p— L S )

V1+x2 n=0 2" 1) x21 1

Exercice 25.17

M
On commence par remarquer qu'il existe M tel que [a,| < M pour tout n € N. La série entiere Z —'x” a un rayon de convegence infini donc f
n!
est bien définie sur R.
1. Soit € > 0.1l existe ng € N tel que, pour n = ngy, |ay| < €. On découpe la somme en passant par ng :
no—1 a +00 a
n I’l
o= X Dan)s 3 G
k=0 ™ n=no M

ce qui donne la majoration, pour x =0,

no— +00 ho— an
If )l < Z —tx +en2;1 o Z —'x +ee®
- =T -
no—1 an no—1 an
Cela donne |f(x)|e”™ < Z —'x” e~ ¥ + ¢. Par croissances comparées, lim Z —'x” e™* =0, donc il existe A > 0 tel que, pour
k=0 n. X—+00 =0 n!
no—1 an
x2A | Y —x"|e¥<e Pourtoutx=A onalf(x)le* <2¢ Celadonne lim f(x)e”*=0cest-a-dire f(x)= o (e¥).
k=0 M x—+00 X—+00

2. On écrit ay, = ¢ + by, avec by, de limite nulle. On a alors

+°°é+bn "

f=) —=x"=¢e* +Z

n=0
D'aprésl . céd by o, ) Ainsi ot
apres la question précédente, ng'oﬁx —xﬁtloo(e ). Ainsi f(x) e ex.
Exercice 25.21
1. 1-In2
2. arctan%
3 fl de + 1 2
. =——+—-In
0 B+1 3\/_ 3
Exercice 25.22
1. Onnote I =] -m,0[Nn]0, [ et J=]—m,n[. Pourtout xe I,ona
x—sinx x-sinx x
f(x) = A = > —_—.
xsinx x sinx

3
Puisque x —sinx ~ %, on en déduit f(x) ~ % et f tend vers 0 en 0.
x—0 x—0

2. Soit h(x) = w prolongé par 0 en 0. Pour tout x€ I, ona
x?

2n+1 +00 2n—1 2n+1
h(x) = -n" = - =
W=-7 nzl( D e n;( ) (2n+1)' nzo( @n+3)
L'égalité est vraie également en 0. Ainsi / est la somme d’une série entiére sur J, donc & est indéfiniment dérivable sur J. On montre de

méme que x — M, prolongée par 1 en 0, est indéfiniment dérivable sur J. Ne s’annulant pas sur J sont inverse I'est aussi. Finalement

f estde classe (500 sur J.

année 2023/2024



SOLUTIONS

Exercice 25.24

1. Ona u; = up =1 (une seule facon de calculer le produit). Pour un produit a; x az x a3, on a 2 facons de faire le calcul.

2. Pour effectuer un produit de n termes avec n au moins égal a 2, on termine par un dernier produit entre un produit avec les k premiers
termes (avec k = 1) etles n — k derniers (avec k au plus égal a n — 1). Pour ce type de produit, on a u; fagons de calculer le produit des k

premiers termes et u,_j pour les n — k derniers. Le nombre total de fagons est donc uj u,,_ et cela pour k allant de 1 a n— 1. On obtient
n-1

larelation voulue: uy = Y ugtty .
k=1

+o0o
3. Onnote donc S(x) = Z upx™.Ona, pour |x| <R,

n=1
+00 +oo (n—1
S =x+ Y upx"=x+ Y | Y upuy_|x"
n=2 n=2\k=1
+00
On retrouve exactement le produit de Cauchy de Z unx™ avec elle-méme (on peut retrouver la formule usuelle en posant par exemple
n=1

up = 0. Le premier terme de S2(x) est bien un terme en x2. Finalement, pour |x| < R,ona
S() = x+ S%(x).
1+v1-4x
2

redévelopper en série entiére pour trouver les coefficients uj par unicité : pour |x| < %,

1-v1-4x
2

On résout cette équation du second degré pour trouver S(x) = . Puisque S(0) =0, on a S(x) = . On n’a plus qu’'a

t01.(-1)---(-2n+3) (-4x)"

Vicdx=(01-40"2=1+)
n=1

_1++io(—1)n-1 @2n-2)! (-4x)"
2" n! =1 (n-12"2" 1 n

donc .
1t @2n-2)
—ly g T
Sw=3 2 -1~

n

n=1
—2
ce qui donne, pour n =1, uy, = % On vérifie pour les premieres valeurs de n : pour n = 1, on trouve 1, pour n = 2, %—: =1let
_ 4 _
ugz = 3101 = 2.

.. . 1(2n-2
Remarque : on peut écrire aussi u, = 3 a1 |

Exercice 25.25

An+1

1. On vérifie par récurrence que la suite (ay,) est bien définie et a valeurs non nulles. De plus an

de la série entiére est +oco et sa somme totale f est de classe C* sur R.

tend vers 0 donc le rayon de convergence

2. PourxeRetneNonaa@x)" ! - a,1x™1 = ¢a,x". En sommant ces égalités on obtient la relation f(¢x)— f(x) = ¢xf(x) i.e.
(%) f(x) =1+ ¢x)f(x).Soit Z 'ensemble des x tels que f(x) = 0. Larelation (*) montre
i) —1eZ
ii) sixestdans Z,¢xy est aussi;
iii) si x # —1 estdans Z alors % estdans Z.
On en déduit Z = {—¢"/n e N}. En effet, de i) et i) on déduit {-¢"/neN} c Z.

Inversement supposons par 'absurde I'existence de x € Z\ {-¢"/n € N}. Alors, d’apres iii), Z contiendrait tous les réels X

on pour neN.

X
C’est absurde car par continuité de f on aurait 1 =ag = f(0) = lirrln f (ﬁ_”) =0.
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