SOLUTIONS

CHAPITRE 1 - FAMILLES SOMMABLES

Exercice 22.1

On sait (exemple du cours) que la famille est sommable si et seulement si a > 2.

o)
P+ D) (p,pem?

1. Ona(p+q)% = p> +2pq + q* = p? + g*. Ainsi > 1 5 = 1 55 - Ol @ < 1 alors la famille n’est pas sommable.
(P~ +q°) (P+6/)

2. Dans l'autre sens, (p+ q)% = p? +2pq+ g% <2(p* + %) et

.Si a > 1, la famille est sommable.

Z(X
a < 2a
(p +q) (p+q)

En conclusion, la famille (ﬁ) est sommable si et seulement si @ > 1.
(p=+4q7) >1
p.q
Exercice 22.2
. P to dg 1
1. Par comparaison série-intégrale,ona R, ~ T T a1
n—+oo ° (@a-n*
+00 +00 1
2. Lasérie ZRn converge si et seulement si  —1 > 1, soit @ > 2. On peut alors calculer la somme S = Z Z 2| . On peut alors écrire
=0 \k=n+1
+00 [+00
cette somme sous forme de somme double S = Z kzl ay,pn | avec ar, =0sik<netay,= k“ sinon. La famille (ay, k) 1 ens <
est sommable (I'une des sommes doubles converge et les termes sont positifs ou nuls). On peut la calculer en échangeant I'ordre des
sommes :
- E(En)-Ea-E
S= (lk'n = = & = —
0 k=1\n=0k fo W = B
Exercice 22.3

Soit k € N*. Lensemble M}, est fini, sinon en prenant kM + 1 termes de cet ensemble on aurait une somme finie de termes supérieure 2 M (on a
card(Mj) < Mk). On a alors
{iEI,ui ¢O}= U M.
keN*
Cette union dénombrable d’ensemble fini est un ensemble fini ou dénombrable.

Exercice 22.4

2n 1
* 2n-1 2n-1\p _ 2n-1
On a, pour n € N ,m—x Z(x W= Z(x )P.Si|x| < 1, alors
p=0 p=1
gente. On a donc l'existence de la premiére somme, ainsi que

2n—1

IT ~ |x|2”‘1, terme général d'une série conver-

n—+oo

400 2n—1

IR o )

n=11-x n=1p=1
On s'intéresse donc a la famille (xp @n-1) )( . On vérifie tout d’abord que la famille est sommable. On justifie la sommation par paquets :
P
2n-1 2n-1 x>
anfixé, Y| x|P@n=D) gt convergente, on a Z (|x]*"HP = W, terme général d'une série convergente (méme argument qu'au dessus).
—lx

p=1
On peut donc resommer la premiere somme double :

+00 +00 +00 +00 +00 +00 +00 +00 +00
Z Z xp(Zn—l) — Z Z xp(Zn—l) — Z Z xp(2n+1) — Z xp Z prn= Z

n=1p=1 p=1n=1 p=1n=0 p=1  n=0 p:ll'—x2p

xP

Exercice 22.5

Le terme général de la série est négligeable devant 1/n? ce qui garantit la convergence absolue de la série. On décompose la fraction en éléments
n

simples pour un 7 € N donné : k'((n )+ i Cela donne, pour

a
X(X+1)%..(X+n) = I;Oka etonaag = (—k)(—k+1)...(l—1)(1.2 -k -
z¢ —-N,
1 (-nk
z(z+1)...(z+n) =0 k'(n-Kk)!(z+k)

[\/]:
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ainsi que
1

+00 n

(-Dk

neN

Lidée est de pouvoir écrire, en permutants les sommes

1

z(z+1)(z+2)...

nen zZ(z+1)(z+2)...(z+n)

Pour justifier ces calculs, il suffit d’avoir la sommabilité de la famille

1 5 " L 5 e
de (m)rpkad On effectue la méme que précédemment : d’abord par rapport a n pour n = k pour k fixé : s = Z

® _ EnfinY Cela termine |
—_— S converge. Lela termine 1a preuve.
Kllz + k| k 8 p

Exercice 22.6

On propose deux solutions :

kdn

GESH] 1))(k,n)el oul=

1. On consideére la famille [

(z+n)

(=1
kl(n-k)!(z+k)

- n;o ,§0 Kl(n—k)\(z + k)
5 (¥
o Kl(n—K)l(z+k)

k
Yy

oS kln - k)'(z+ k)

+oo (_pk 1

Z k!(z+ k) Z (n—-k)!

k=0 "™ n=k :

+00 (—l)k 1 +00 (—l)k

,;0 Kl(z + k) ,%0% - e,éo Ki(z + k)

et pour cela prouver une sommation par paquets
n=k=0
+00

= kn-klz+kl

{(k,n) € (N*)2, k < n}. On a une famille & termes positifs. On a la sommabilité des qu'on

I’a sur un ensemble de paquets bien choisis. On prend les termes a n fixé :

n

sn=)

k=1

La famille (—) neN* est sommable (série convergente a termes positifs) donc la famille de départ est bien sommable, de somme 5

kap
nn+ l)

n

Lk

n(n+l

Zan

On peut alors réaliser une sommation par paquets avec les paquets a k fixé cette fois. Cela donne la somme demandée

2. on se rameéne a une série double avec a,, i =

ka - : ‘ PR . -
FIGES) +”1) si k < n et 0 sinon. On est alors ramené au théoréme de permutation sur les séries

+00 n ka a
doubles (en gros méme chose qu’au dessus mais avec s, = Z an i = Z —r -1
=1 = nn+1) 2

Exercice 22.7

1. enposant x =1- A, on est amené a calculer

ook 1R k(k-1)...(k—-n+1 1 1o
Z( )x"‘”: y Kk D. kmnt D) en Z k(k=1)...(k—n+1)x*™"
k=n\" k=n
Si on note, pour tout x €] —1,1[, f(x) = Z xk=— alors pourtoutx€]—1,1[,ona
+00 n!
fP@=Y kk-1..(k—n+DxF "= ———.
k=n 1-x)
Ainsi, pour tout x€]—1,1[, ona Jio xk—n = ; SiA€]0,1[alors1—-A€]0 1[et4§:O k (I—A)k_”— !
7p ’ y k:n n (1-x)n+1. ) i) =, n /1’“'1.

2. On pose pour 7, k € N?,

Wn,k ={

On fixe k, on a alors

= Sl = 3 (z)(l_/nk—nﬂklukl _ ( 5 (k)

n=0 n=0 n=0

(fl)(l - A)k_”lkuk si

nfa-1)"

k=n

0 si k<n

_aykakp, (=
)(1 DFAF | -

1 k
”T) (1= VA gl = (A~ ) e
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Puisque A €[0,1],ona0< A(2—-A) < 1donc 0 < s < |uyl. Lasérie Z |uy| converge. On a donc la sommabilité puis, avec les mémes calculs
+00

sans valeurs absolues, une somme valant Z (A2-AQ)) k Up.
k=0
Exercice 22.8
+00 (_ 1) n
Ona{(n)-1= Z P Ons’intéresse alors ala somme de la famille ( o ) . Onjustifie que la famille est sommable afin de permuter I'ordre
k=2 k,n=2
=" el 1 1

de sommation. On note Uk, = Pour k = 2 fixé, la série Z —- converge (série géométrique) et Z =

etonaluk'nlz —pmz

1) 1
K" K

1
oD terme général d'une série convergente. La famille est donc sommable. Cela justifie I'existence de la somme demandée. On a, de plus,
par sommation par paquet (permutation des sommes ici) :

+00 +00 +00( 1) +00 +OO( 1) +00 +00
Y EDm-n = Y =X =) ( )
n=2 n=2k=2 k=2n=2 k=2n=2
I N 1t 1
- Zk21+1/k kzk(k+1) ,gz(k k+1) 2
Exercice 22.9
+00 +00 +00

%"tk 4 ; - n 4 5 nk
Z_: . La somme de départ (elle converge puisque =57 ) oo |x|™) est donc égale a n;l gl x™.

On note I ={(n, k) e (N* )2, xk = p}. Les ensembles Ippourp=1 forment une partition de N*. Sous convert de sommabilité, on a donc

Pour |x| <1, on a

+00 +00 +00 +00 +oo
Yy | X wt|=Y | Y |2 Y cadupe”
n=1k=1 p=1 (n,k)elp p=1 (n,k)ely p=1

Onremarque que Ip = {(n, %), n|p} est cardinale d(p). Cela donne le résultat. On justifie la sommabilité en reprenant la somme double de départ
|x|"

+00

avec | x| : pour e N*, on a Z |x|"P = P et ce terme équivaut a |x|" lorsque n — +oo donc est le terme général d’une série convergente. La
— —|x

p=1

famille est sommable.

Exercice 22.11

La série est a termes positifs, on peut donc effectuer une sommation par paquets afin de déterminer sa nature. On regroupe tous les termes
pour lesquels le plus grand diviseur premier est un certain nombre premier. Plus précisément, on note (p;);en+ 1a suite croissante des nombres

J )

premiers. Dire que g, = p; signifie que n s'écrit p; (H p?’) ol les a; sont des entiers naturels quelconques. On note alors A; I'ensemble des
i=1

entiers pour lesquels le plus grand diviseurs premier est p;. Les ensembles A; pour j € N* forment une partition de N*. On calcule la somme

sur I'un de ces ensembles :

T T N et B9 1 Dol By R
J J

I’LEA]' nqn p] (a1 a-)eNf J a; p j
reenr @ . i
pj [1p;

en utilisant des séries géométriques et le théoréme de Fubini. Il reste a évaluer la nature de Z sj et pour cela, on essaie de majorer s;. On note
J

1
qj= 1_[1 : i - On doit majorer ¢; et pour cela plutotlng; :
1= _—
pi
J J I
In(gj)=) In =Y In|1+ )sz—
i=1 Pi—l 51 i~ iz Pi—1

mais alors ¢; serait majoré par a j = exp(H;) = exp(Inj+y+o(1)) aveca; ~ je¥. On obtient une majoration de sj par un terme équivalent a
Jj—+oo

j
67—2.
Pj
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— sionsaitque p; ~ jlnj, onpeutterminer :le majorant est O( 1 ) terme général d’'une série convergente.
quep; Jinj p ) 2 7 g g
J o0 n

—+
— sion ne veut utiliser que p; > j, on a besoin d’'un majorant plus précis (on a de la marge). Par exemple p; = 2j —1si j > 2. Cela donne
alors )
VS S E
GSIT i = T

Vi

le majorant de s; est alors un O(~5-) donc le terme général d’une série convergente.
J
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