SOLUTIONS

CHAPITRE 20 - ESPACES VECTORIELS NORMES
GENERALISATIONS
Exercice 20.1

Puisque A et B sont nilpotentes d’indice 2, on a exp(A) = I, + A+0= I, + A et exp(B) = I + B. On note J = A+ B. On a (A+ B)? = I». Plus
généralement, (A+ B)2P = I, et (A+ B)2P*! = J. Alors

+00 1 +00 1
exp(A+B) = pgo(z_p)llz +p§0m]_ ch()I +sh(1)].

On remarque exp(A + B) # exp(A) exp(B) (les matrices A et B ne commutent pas).

Exercice 20.2

— On trigonalise la matrice A. Il existe P € GLy(C) telle que A= PTP~! oi1 T est triangulaire supérieure, de diagonale A1,...,A,,. On a alors
n

trA= Z Ai.
i=1

p Ak
— Une récurrence simple montre que Tk est triangulaire supérieure avec, sur la diagonale, les complexes /li.C . On note Sy, = Z

—-.0Ona
=0 k!

p Tk . n(p M,C n

Sp=P 1;0 | et detSy, = llj[l k;o 2 I dont la limite lorsque p tend vers +oo est l_Hl exp(;).

— Lapplication déterminant est continue sur M, (C), donc lim det(Sp) = det(_lim Sp) = det(exp A).
p—+oo p—+oo

— On en déduit que det(exp A) = exp(tr A).

Exercice 20.3
On note K[M] 'ensemble des polyndmes en M. C’est un sous-espace vectoriel de E = My, (K) (de dimension degII s, degré du polyndme minimal
n Mp
- y réfléchir). Ainsi K[M] est une partie fermée de E (sous-espace vectoriel de dimension finie). Puisque pour tout neN, S, = Z —¢€ K[M], la
p:O p

limite de S; est encore dans K [M].

Exercice 20.5

1. Non - il suffit de prendre une matrice triangulaire supérieure de diagonale nulle. On a p(A) = 0 sans que A soit nulle.
2. Soit A une valeur propre et Xy un vecteur propre associé. On a AXy = 1 X et, pour tout p € N, AP Xy = AP Xj. Par continuité de M — M X,
ona lim APXy=0.Ainsi lim A”Xy = 0. Puisque Xp est fixé non nul, ona lim AP =0, ce qui n'est possible que si [A| < 1. Ainsi
p—+oo p—+oo p—+oo
chaque valeur propre est de module strictement inférieur a 1 et p(A) également.

3. On choisit Xy un vecteur propre pour A. On a | AXp |l < [All.| Xpll, si bien que [A]| Xpll < [IAll.I X0l et |A] < [l A]l. Ceci étant vrai pour toute
valeur propre, on a également p(A) = || All.

4. (@) Supposons que T = (#;) avec t;; =05sii > j. On note u 'endomorphisme canoniquement associé a A et ey, ..., en les vecteurs dont

les coordonnées sont les colonnes Cy,...,C,. Onnote f; = ai’lei. Onau(ey) = t11e1 et u(f1) = t11f1. Ensuite u(ep) = t12e1 + trnez, ce
qui donne u(f2) = u(aes) = a2 fi + t22 fo. De facon plus générale, on a

j j , J ..
u(e]) = Z t,-je,- et u(fj) = Z t,-ja]_lel- = Z tijai]_lfi.
i=1 i=1 i=1

La matrice demandée est donc

t ane a’hs a",
o aty - a2y,
P lAP = 133 a" 3y | =1,
() :
tnn
b _ 1Pz  MP X loo - .
(b) OnallMllg =sup Xl X € My1(€) \ {0} ;. Cela définit une norme (comme dans le cours). On a, puisque ||.[| est une norme

d’algebre,

IMNllg = [IPz"MNPgIl = l(Pg MPo)(PZ NP
< IPZ MPoIIIPZ NP4l = Ml I Nllq.

(c) on montre les implications
— iii/ =i/ :silasérie converge, le terme général est de limite nulle.
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— i/ =>iil :fait.

— {i/ = iiil : avec les notations précédentes, les valeurs propres de A sont #11, ..., typn, €t pour tout i € [1; 1], |#;;| < 1. Puisque || Al ¢
est le maximum des normes 1 des colonnes de Ty, et qu’elles convergent séparément vers | £;;| < p(A) < 1 lorsque a tend vers 0, on
peut trouver a > 0 tel que ||| Alll¢ < 1. D’apres le cours, cela garantit la convergence de la série ZAk (la somme donne I'inverse de
I, — A) pour la norme [|.||l ¢, et, par conséquent, pour toutes les normes sur E (elles sont équivalentes).

Exercice 20.6

n
n
1. Puisque A et I, commutent, la formule du bindme s’applique et up (A) = Z ( k
k=0

1
— AF.On pose alors
nk

m_1 :
@k s k<n
ap(n) = 7
K { 0 si k>n
+00
ce qui permet d’écrire u, (A) = Z ak(n)Ak.
k=0

2. Lafonction u est définie sur 'ensemble N* en tant que somme d'une série de fonctions. On cherche la limite de u lorsque la variable tend
vers +oo. On est donc amené a utiliser le théoréme de permutation des limites en +oo lorsque A est la partie N* de R. On munit M (R)

d’'une norme d’algebre. Soit, pour tout k € N, la fonction vy : n— uk(n)Ak. Soit k € N. On a, lorsque n = k, ai(n) = M,(C”_Mi

n k!
1
Cela montre d'une part que nliT ax(n) = a et d’autre part que |ag(n)| < 1/k! lorsque n = k. Cette majoration est valable lorsque n < k,
—¥oo ]
. . ) laik , \ .
puisqu’alors aj(n) est nul. On a montré que, pour tout n € N*, [[vi(n)|l < o ce qui donne la convergence normale sur N* de la série
Ak '
de fonctions }_ vy. De plus, pour tout k € N, nlir}rl vi(n) = o Le théoréeme de permutation des limites donne alors liIJIrl unp(A) =
=Yoo ! n—+oo
+oo 7k
— =exp(A).
k=0 k!
Exercice 20.7

. e (242 L. .
— On note uy la fonction de classe &1 sur R? définie par up(x,y) = #e nx"+y%) 1a série Y up converge normalement sur R2 puisque,
pour tout (x, y) € R2, on a |uy(x, y)| < 1/n2. Cela justifie I'existence et la continuité de f sur R

0
— On s'intéresse maintenant a l'existence et la continuité de G_f (les variables ayant un role symétrique, il suffit d’étudier cette dérivée
x
2x 2

2
partielle). Soit y € R. La fonction vy, : X — uy(x,y) est de classe €' sur R, avec v/, (x) = ——e~"* ¢™™", Une étude simple de fonc-
n

. . —nx?
tion montre que la fonction x — xe™ ¥

Vael2 L, \/3em 12
e " <
2302 302

est impaire, positive sur R* et présente un maximum pour x = 1/v2n. Ainsi, [|[vglleor =

. La série de fonctions }_ v, converge normalement sur R. Les autres hypothéses font que, pour tout y € R,

0 tox 2.2 0 .
la fonction x — f(x, y) est dérivable sur R, avec pour tout (x, y) € R?, a—f(x,y) =-2 Z Z e M¥+Y9) 1] reste 2 montrer que 6—f est conti-
X - n x
n=1
2 2
X" ™Y On applique le théoreme de continuité sur R? a la série de fonctions continues ¥ wy,. En

\/2271/2

utilisant la majoration obtenue précédemment, on a |wp(x, y)| < a7z pour tout (x, y) € R2. Ainsi, Y, w,, converge normalement sur R?

. 2x
nue sur R. Soit wy : (x,y) — ——e
n

0 0
et 6_f est continue sur R2. Le méme résultat s'applique 2 a—f En conclusion, f est de classe &' surR2).
x y
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