SOLUTIONS

CHAPITRE 13 - SERIES NUMERIQUES

Exercice 13.4

1. On a, en fonction de la valeur de k,
1

3p sik=3p
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2. On utilise le développement asymptotique Z = Inn+vy+o0(1). Celadonne
k=1

In3
T3n==(Inn+y—InBn)—y+o() = -—- +o(.

N | =

Puisque T35,+1 = T35, — m et T3p+2 = T3p+1 — m, les trois suites extraites convergent vers — 1n3 . Finalement la série est

convergente, de somme — st .

Exercice 13.6

1. La fonction x — %lnx est de classe €1 sur [1,+oo[ et f/(x) = _111_2x + Lz = # La fonction est donc décoissante sur [3,+oo[. On
X X X
n n k
en déduit que ) f(®)dt— f(n) converge. On en déduit que )_ ( f(®)dt— f(k)| admet une limite finie lorsque n tend vers +oo.
n-1 k=4 1

"int 1 1

Puisque f e dt = 3 In®n- 3 In?3, on en déduit que la suite (c;;) converge (on bouge un peu les constantes restantes). On aurait

évidemment également pu étudier la série Z(Cnﬂ — cp) et trouver un équivalent simple du terme général pour prouver la convergence.
2. On sépare les termes d’indices pairs et impairs de la somme alternée, puis on ajoute/soustrait les termes d’indices pairs :

Ink " In2p-1) ™ In(2p)
Son = Z -pk— = - +y

k p:l (Zp_ 1) p:l 2p
2n

n
g men
p=1 P p=1 2P

2n lnp 1n2+lnp
»y zeinp

p=1 p p=1
1
B LIPS S LT
p=1 P p=1P p=1 P
. . , . & Ink In’n
3. On note @ la limite de ¢y, ce qui permet d’obtenir Z - - +0 +0(1) et on utilise le développement usuel Z =lnn+y+o(l).
k=1 k= 1
On reporte dans Sp;. Cela donne
1 1
Sop = (1n2)(1nn+y)+(—1n2n+0)—(—1n2(2n)+9)+o(1)

= yln2+(n2)lnn+ - 1 (ln n—(n2+1nn) )+0(1)

= yln2+(n2)Inn+- ( 22— 21n21nn]+o(1)

In?2
= yln2- — o(l)
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o . n?2 _ In@n+1) . ) In?2
On en déduit que nlirpm Sop=yn2- - Puisque S2;,4+1 = Soi — T onen déduit que nEer Son+1 =yIn2- — Finalement
. to  Ink In?2
la série est convergente et Y (-1)*— =yln2- ——.
k=2 2
Exercice 13.7
— Un simple encadrement suffit: on a
1 1
— (n=1)1In?2) < up < — (nInn).
n n
l 2

Le terme de gauche est équivalent a e 1 , si bien que ) u, diverge lorsque a — 1 <

converge si et seulement si a > 2 et Z up converge si @ > 2. Finalement Z up converge si et seulement si a > 2.
LA |
— un encadrement ne suffit plus (cela donne une partie des résultats seulement). On doit étre plus précis sur 'encadrement de Z —.Une
k=1
ndt 2 .
comparaison série-intégrale (voir cours) donne Z ~ 2y/n.Onafinalement u, ~ — 5175 et )" up converge si
©n

\/_ n—+oo \/_ n—+oco n—+
3

et seulement si a > 5.

Exercice 13.8

1. On aimmédiatement u, = 0 pour tout 7 € N. On en déduit 0 < u, = % “Un-1 g 1 . Finalement llm uy = 0. Puisque uy, = % ~Un-1 on

en déduit alors u ~ L pasérie Y u, diverge.
"p—too I 2 un 8

2. On aimerait montrer que (u;) est décroissante mais cela ne fonctionne pas. On effectue un développement asymptotique de u;. On a

effectivement, en utilisant le fait que u,— ~ 1 ~ l,
’ 4 S n—13 4o B

1 1 up— 1
up=—0-up-1+0(up-1))=—- +ol—|.
n n o n n

Tout cela permet d’écrire

-n" 1
wp==D"up = + 0 (=]
n n—+oo\ p
. (=" N L. , , L. .
La série Z converge (théoréme des séries alternées), le terme restant est le terme d’une série absolument convergente (si on note
_ (=" _ 1 P _\n
Un = Wy 7— onalvpl= 0 5 ).Onen déduit finalement que Z( 1)" uy, converge.
n—+oo\ n

Exercice 13.9

1. Lintervalle ]0,1[ est stable par x — x — x2. On en déduit I'existence de la suite et le fait que u;, €]0,1[ pour tout n € N. On a ensuite
Up+l — Up = —u% < 0. La suite est décroissante, minorée par 0 et converge vers une limite ¢ € [0, 1] qui vérifie £ = £ — 02, Ainsi (up) est
strictement décroissante vers 0.

2. Puisque u% = Up — Up+1, la série Zufl est de méme nature que la suite (u;) (série téléscopique Zun un+1). Elle est donc conver-

gente. On a In ”+1

=Inu,41 —Inuy. La suite (Inuy) diverge vers —oo, donc la série téléscopique associée aussi. Enfin, In ”;1 =

In(1 - uy) S TUn puisque uj tend vers 0. Par équivalence (termes négatifs), on en déduit que Z uy diverge.
n—+oo

3. On effectue le développement asymptotique

n+1

il il =y (- -1) ~ ul-pun) =—puf

La situation pour avoir une limite finie non nulle est de prendre = —1.

ol 11
4. Le théoréme de sommation des équivalents (terme 1 de signe constant et série ) 1 divergente) permet d’obtenir ) | -——=—-

k=0 Un+1 Un Un

1 . . .
— ~ n.Par consequent u,; ~ % et ug ~ La. La série Z u% converge si et seulementsi a > 1.
ugy n—+oo n—+oo n
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Exercice 13.10

On note wy = In(y/n uy). On étudie la série de terme général wy+1 — wy, :

1. n+l (-t
Wp4+1 — Wy ElnTHn 1+ —

vn+1

_1(1 1

N G A +O(;)
Vn+l 2(n+1) n3/2

2\n 2p2
_ (—1)"“+1(1 1 O( 1 )
T Va+l 2\n n+1 n3/2

(_1)n+1 1 1
= + +0| ——=
Vn+l 2nn+1) n3/2
_ (_1)n+1 +O( 1 )
vn+1 n3/2
l
On en déduit que Z(wn+1 — wy) converge et que wy admet une limite finie ¢. Par conséquent, on a nliT Viu, = el >0et uy ~ €= La série
—+00

vn

Z up est divergente.

Exercice 13.11

On redémontre le développement asymptotique du cours :

i 1—lnn+ +O(1)
=0 ’ n’
ce qui donne
" —(—1)”lnn+ (—1)”+O( 1
" Vi Tym R

Le terme est somme de trois termes, chacun étant celui d'une série convergente (et méme absolument convergente pour le dernier)

Exercice 13.12

Evidemment, on ne prend pas le logarithme... on passe sous forme exponentielle. Puisque Re(1 + klz) >0,

j 1 1
1+é:,/1+FeXp(iarCtan?)

1/2
1 L 1
1+ o exp|i )_ arctan =z

k=1

et

o

k=1

n

. . . s . 1 .
Soit vy = [ etln vy, converge vers un réel strictement positif «. De méme )_arctan — converge puisque

! Onal —nl !
1+F. nanvn—an+F

k=1 k=1 k?
11 v 1 a
arctan 2T Sionnoted = 1;1 arctan ?, la suite (1) converge vers exp(5 +i0).

Exercice 13.13

— La suite est a termes strictement positifs et croissante. Si elle converge vers une limite finie ¢, on aurait £ = ¢ + % ce qui est impossible. La

suite diverge vers +oo.

2
n+1l

2

1T x% tend vers 2 en +oo. Puisque c’est le terme général d'une série divergente positive,

— On remarque que x = x,% +2+ Lz Ainsi x
Xn

on en déduit que

n-1

2 2 2_ .2
E X 4 —X)=Xp—Xx5 ~ 2n.
- ( k+1 k) n 0 - +00

On a ainsi x% ~ 2net, par positivité des termes, x, ~ V2n.
n—+oo n—+oo
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Exercice 13.14

1. On effectue un changement de variable :

T T
an =f fu+nmsin(u+nn)du= (—l)"f f(u+nm)sin(u) du
0 0
b/
On a donc une série alternée. On note by, = f f(u+ nm)sin(u) du. D'une part 0 < by, < 7 f(nn) donc by, tend vers 0 et d’autre part
0

/1
bps1—bn =f (fu+(n+7m) - f(u+un))sinudu<O0.
0
La série vérifie le théoréeme des séries alternées donc est convergente.

2. Soitx>0etneNtel que nw < x < (n+1)7, soit ny = E(x/m). Ona

Ny T

X ny—1 X
f f@sin®de= Y ak+f f(Bsin(r) dt.
0 k=0

Or < nf(nym), de limite nulle lorsque x tend vers +oo (car ny tend aussi vers +o0). Puisque Z ap converge, on en

X
f f(Osin()dt
Nxm .
déduit I'existence de la limite de f f(®)sin(z) dt lorsque x tend vers +oo.
0

3. C’estle méme principe. On note cette fois

(n+1)m (n+1)m
anzf |f(t)sin(t)|dt=f f@®|sin(t)| dt.

nmn nm

(n+1)m

n
Puisque f |sin(8)|dt = f |sin(2)|dt =2, on obtient ’encadrement
0

nm

2f((n+1)n) < ap <2f(nn).

+00
Comme précédemment, par encadrement, on justifie que f f(®)|sint|dt converge (ce qui revient a I'intégrabilité recherchée) si et
0

seulement si Z ap converge. Lencadrement qu’on vient d’obtenir permet de montrer que Z ap converge si et seulement si Z f(nmn)

converge. Puisque f est continue, décroissante et positive, le théoréeme de comparaison série-intégrale indique que c’est le cas si et
+00
seulement si I'intégrale f f(®) dt converge (en effectuant un changement de variable linéaire pour la multiplication par =), c’est-a-
0

dire si et seulement si f est intégrable sur R*.

Exercice 13.15

X
— Soit f(1) = 164_2 pour ¢ € R*. La fonction est continue et positive sur R* donc F: x — f f(t) dt est croissante et sa limite lorsque
+1°sin“ t 0
n-1 p(k+)n t
x tend vers +oco et la méme que celle de la suite F(nx). Puisque F(nm) = — dt, on peut s'intéresser a la convergence
k=0Jkn 1+¢°sin“ ¢t
(n+1)7r t
de la série de terme général positif u;, = f — % dt.
nm 1+¢°sin“t
— On encadre alors uy, :
(n+1)m n (n+1)m n+1
f Y 6.2. dt<up< f 6.2, dt.
nm 1+(n+1)"sin“t nm 1+n°sin“t
Y3
On a donc amené a calculer (par périodicité) 3 dt. Un changement de variable du type « u = tant», donne
. ) 0 1+n’sin“t
b4
f 532 dt = . On a ainsi un encadrement de u;, et finalement u; ~ —2&L_— = % (une majoration aurait suffit).
0 1+n’sin“t V1+nb n—+o0o /116 n

On a donc convergence de Y _ uy, et f est intégrable sur R*.

Exercice 13.16

1. On étudie plutodt la suite de termes wy, = In(v;,) et méme la série Z(wnﬂ —wp).Ona

+1)%

n Un+ +
Wy+1 —wnzln(—) +1ln 2 L
n

1
! :aln(1+—)+lnun—
n u

Un n

On effectue alors un développement limité
2

A-%rot- 2 o]0
n n2 2n2 n3 B nZ.

1 1 1
Wpel—Wnp=a|— - — +0(=)
n 2n n
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Ainsi Z(wn+1 — wy) converge, la suite (wy) converge vers une limite finie ¢ et vy, = exp(wy) converge vers C = exp(¢) > 0. On a par

conséquent u, ~ % et Z uy converge si et seulement si @ > 1.
n—+oo n

2. Puisque a et n ne sont pas entiers, 1, existe et ne s'annule pas.A partir d'un certain rang ng, n+a et n+b sont positifs. On peut alors écrire
Un = Up,.Vn OU Uy est positif - cela permet de se ramener a la question précédente. Ona ;41 = up Z i Z. On effectue un développement
limité du quotient

+ 0O 5

1+a/n_1 b-a (1)
1+bin n n—+oo\p2)

La série Z uy converge si et seulement si b—a > 1.

3. Exactement comme la question précédente. On a convergence de Y  uy si et seulement si a > 1 (mais bon, c’est plus difficile si on n’a pas
la premiére question posée).

Exercice 13.17

1. On commence par montrer par récurrence que tous les termes sont strictement positifs. On en déduit alors que u;,+1 — u, > 0. La suite

est donc strictement croissante. Soit elle converge vers ¢ finie et strictement positive puisque ¢ = u; > 0, soit vers +oco. Supposons que

Uy —¢>0.0naalors uy+1—uy ~ % La. Puisque la suite (u;,) converge, la série E Up+1—Up converge. Par théoréeme de comparaison,
n—+ocot n
1 1

on doit avoir o convergente. On a donc a > 1. Réciproquementsia >1,0na0< uy4] — Uy < T La série Z Up+1 — Up converge et
1

(uzn) converge.

+00 +00
2.0naf-u, = Z (U1 — ug) = Z o On a ol %k%, terme général positif d'une série convergente, donc ¢ —
k=n k=n k" Uk k k=+oo

+o00

1 +o00o 1
un ~ g kgn @ On a montré que y_

. 1
— ~ ———— Ainsif-u ~
k=n k% n—+oo (g —1)n%"! n

n—+oo ¢(a — 1)n® 1"

~  2up. On en déduit

3. Ona lim wuy; =+oo.Deplus u +Up=2up+
pm Un p n+l n n u”na oo

i -k~ 2
n+1 oo naun né’
Par sommation des équivalents,
-1
u2~2_2~”£~i1—a
Tpotoo M "y o0 n% n—+o0l-qa
Exercice 13.18
1. La suite (sy) est croissante, par conséquent
Anik _ & Apek _Sntp=Sn . Sn
=1 5n+k  f=1 Sn+p Sn+p Sn+p

a
2. Supposons que la série Z S_k converge. On obtient, lorque p tend vers +oo,
k

+00 gk _ +00 %>1
=1 Stk k=ny1 Sk

a
car plir}} Sp+p = +oo. Or le reste de Z S_k doit tendre vers 0. Cela donne une contradiction.
— 00 k

3. On simplifie
1 _i:Sn—Sn_lz an S an :@20
Sn-1 Sn SnSn-1 SnSn-1 SnSn  §2

puisque Sy = S;;—1. La suite (SL) converge vers 0 donc la série de terme général 3 1 T SL converge. On en déduit, par comparaison
n n— n

PN . an
pour les séries a termes positifs, que Y — converge.
Sn
4. On peut étudier facilement certaines valeurs : puisque lir}rl Sp = +o0, on a Sy = 1 a partir d'un certain rang ng. Si a = 2, alors pour
n—+oo

a a an . a a an .. P . .
n = ng, S—g < S—g ety @ converge. Si « < 1, alors pour n = ny, S—g > S—Z ety 5@ diverge. De fagon générale, on s’inspire d’'une formule
n n n n

n
proche d’'une comparaison série-intégrale. On choisit @ > 1 (on peut le faire aussi lorsque a < 1 en modifiant les bornes de I'intégrale et
le sens des inégalités). Puisque la suite (S;) est strictement croissante vers +oo, on a

fSn dt >f5n At Sp—Sp-1 _an
S >

a @ - a -
n-1 1 Sn-1 Sn SVL SVL
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Sn dt 1
Or ——[

S 1% la-—ayr®?

Sn 1 1 1 o
= - . Tout cela donne la majoration
Sn-1 a-1 Sll’xl_l

an 1 1 1
0<— < st ol B
S, a-1 ST Sh
a
On en déduit la convergence de Z S—Z (la série téléscopique majorante est convergente car la suite associée converge vers 0).
n
Exercice 13.19

Onnote vy = up + % Uy On essaie d’exprimer u, en fonction de vy, : on ne peut pas le faire en descendant (en divisant n par 2 plusieurs fois car
n n’est pas une puissance de 2. On part dans I'autre sens :

1
Un = un+zu2n
1
UV2p = Upt £u22n
Vg2, = u22n+ 5”23'1

1
%2327 Ugpp + §u2p+1n

En effectuant une bonne combinaison de ces équations, on fait disparaitre les termes intermédiaires :

1 1 p 1 p 1
Un— EVZIn + 2—2V22n+...+ (-1) 2—pl/2}7n =up+(-1) Fuzpﬂn.
1P
Puisque la suite v, converge, elle est bornée et la série de terme général ( 21,,) vopj, converge. Puisque la suite u est bornée, on peut passer a la

limite lorsque p tend vers +oo. Cela donne
+o00 (_1\P
abis Vopp =U
2Pn = Un-.
p=o 2"

On note ¢ la limite de la suite v. Ainsi wy, = vy, — ¢ tend vers 0. On peut alors écrire

+00 (_1\P +0o (_1\P +00 (_1\P
(-1 (=1 (-1 1
un=Y - want Y. =Y T wan
p=0 2P =0 2P p=0 2P 1+1/2

Soit € > 0. Il existe un rang ng tel que, pour tout n = ng, |wy| < € et alors

L b
2Pn| S -
p=0 27 P=02p

P - Gl
Onen déduit que lim ; >p

2
wopy =0et nEerun = 5[.

Exercice 13.20

n
a
Pour tout n = 1, on note Sy, = Z Tk On exprime a; en fonction des termes de cette suite : pour n=2,ona S, —Sy—1 = a—,{’. La relation reste
k=1
vraie pour n = 1 si on pose Sy = 0. Cela donne donc

Vnzl,a,=n(Sp—-Sn-1)

On peut alors écrire le terme demandé :
1 & 1 &

1 n 1 n 1ﬂ—l ln—l
—Zak= stk——ZkSk_1=—stk——Z(k+l)5k=5 ——Zsk.
n =1 =1 =1 =1 " =0 " " k=0

1 n-1
Puisque la suite (Sp);en converge - on note ¢ sa limite - on a, par la moyenne de Cesaro, nhr}} — Z S = ¢. On en déduit que la suite
—toon
k=0

n
(% kz a k) converge vers 0
=

n=1
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Exercice 13.21

1. On utilise une comparaison série intégrale. Soit & > 0. La fonction f, : x — f(xh) est décroissante et intégrable sur Ry (changement de
variable linéaire). On en déduit directement que Y_ f3,(n) converge avec f,(n) = f (nh).

2. Onreprend les encadrements. On a, pour tout k € N,

(k+1)h
hf((k+1)h) sfkh f(de<hfkh),

ce qui donne en sommant sur N (la fonction est intégrable et les séries convergent :

+00 +00 +0o
hY f(nh)< fdr<h Y f(nh
n=1 0 n=0

ou encore
+00 +00 +00

fdt<h ) fnh) < fode+hf(o).
n=0 0

Lorsque h tend vers 0, on obtient hmoh Z f(nh)= f fde.

3. C’est beaucoup moins simple dans cette situation. Soit € > 0. On va découper l'intégrale en deux parties : la contribution essentielle sur

+00
un segment [0, a] et une partie « petite » sur [a, +oo[ de sorte que ¢ < € : on peut choisir un tel a puisque la limite lorsque x tend
-1
+00 +00 +00 X “
vers +oo de f ¢(t)dt = 0 est nulle (on écrit = — | ). On choisit a suffisament grand de sorte que ¢ soit décroissante sur

0 0
[a—1,+o0] (cecest—a—dire a =ty +1). Onnote, pourxh €]0,1] (cela simplifie les majorations),
+00o +00
bp=h) $(nh) - P dr.
n=0 0

On a, en notant ny, = [%],

ny +00 +00
Sp=h) ¢(nh)+ Y hpnh —fo o dt.
n=0

n=np+1

Lentier ny, vérifie a— h < hnj, < a. On découpe l'intégrale en deux pour approcher la somme finie (cela ressemble & une somme de

Riemann).
I (n+1)h
=Y, (hgb(nh)—f pde|+ Z hp(nh) - f ¢)(t)dt.
n=0 nh n=np+1 np+
On majore les différents morceaux : on a d’'une part
+00 +00 +00 +00
0< Z h(/)(nh)sf o dt < o dt < d(dts<e,
n=np+1 hny, a-h -1
ce qui donne
+00
Z hp(nh) - f o) dt| < 2e.
h+l)h

n=np+1

Pour la somme, on utilise la continuité uniforme : la plus grande valeur prise est (n, + )h<a+h<a + 1. La fonction ¢ est continue sur
[0, a + 1] donc y est uniformément continue. Il existe a > 0 tel que |x — y| < a donne |[¢p(x) — P(Y)| < Pourh<aetne [[0 nh]] ona
alors

a+1

(n+1)h (n+1)h
'h(p(nh) —f <p(t)dr' U ($(nh) —¢(t))dt‘
nh nh

A

(n+1)h €
fnh |p(nh) —¢p(6)| dt < h—

a+h

ce qui permet de majorer la somme par (nj, + 1) he < e

€ < ¢. Finalement, pour 0 < h < a, on a |0 | < 3¢. Ouf!

Exercice 13.23
On vérifie simplement que la suite est a termes strictement positifs, ce qui permet de prendre le logarithme et d’obtenir

1 k+1
VkeN*Inup,;==lnu; +In——
k+1 2 k 2k

Afin d’obtenir une série télescopique, on multiplie par 2k+1 cette relation, cela donne, en posant vy = 2k1n Ug,

k+1

VkeN* vy, — v = 2K 1n
k+1 k= 2k
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n-l k+1
Ensommantdelan-1, onobtient v,—v) = Z Zk“an. Onnote ay = 2k+llnk2—“;cl. Onaakk ~ —2k+ln2 1a sérieZak estdivergente
k=1 —+00
a termes négatifs. On en déduit que
n-1 n-1 k n &
Y oap ~ 3 -2"m2=-m2 ) 2F=-m2(2"*!-1-3)
n—-+oo
k=1 k=1 k=2

1
Finalement v, =2"Inu, ~ —on+l In2, ce quidonne lim Inuy; =-2In2etfinalement lim u;=-.
n—-+oo n—+oo n—-+oo 4

Exercice 13.25

D’aprés I’hypothése, ona:
2
Un
Un+1

La série de terme général u; est donc convergente et, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

300 I ) B

vVneN, O<up<

—0 n=0 VUn+1 n=0 Un+1 ) \pn=
On a donc
too 42 (1+8)? +oo
> avecS= ) up
n=0 Un+1 n=1
. a1+ x)2 . ) N
La fonction x — = admet sur ]0, +oo[ un minimum égal a 4 . On a donc
+oo 2
u
>4
n=0 Un+1
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