SOLUTIONS

CHAPITRE 4 - NORMES, SUITES

Exercice 4.1

existence : la fonction ¢ — |P(f) — P'(#)| est continue et positive sur [0, 1], donc elle est majorée et || P| existe et est positive.

définie : soit P de norme nulle. La fonction polynomiale P — P’ est nulle sur [0, 1], donc le polynome P — P’ est le polyndome nul. On a donc
P =P/, ce qui est impossible pour des raisons de degré si P n'est pas le polynome nul. Ainsi || P|| = 0 entraine P = 0.

— homogénéité:sileR,ona

l

l

sup |AP(£)-AP'(8) = sup |AIP(t)—P ()| =IAl sup |P(t)-P'(1)],
te(0,1] te(0,1] te(0,1]

puisque |A]| = 0. Cela donne [|AP]|| = |A|||P]l.
— inégalité triangulaire : soit P, Q € E. Pour tout ¢ € [0, 1],

(P+Q)() - (P+Q <P -P OI+I1Q()-Q < IPI+1QI.

On a donc un majorant, si bien que [|P+ Q[ < |P|l + QI

Exercice 4.2

— l'application est la norme associée au produit scalaire usuel sur My, (R), c’est-a-dire celui qui a (A, B) associe tr (‘A.B).
— On effectue le calcul directement :

n 2
> AikBkj) )

k=1

n n n n
I1ABI® =) ) (AB)S; = 21 Zl
i=1j=

i=1j=1

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

n 2
> AikBij| <
k=1

& 2

4 2
> Byl
=1
On obtient alors
n
Y Az = 1A 1BI1%.

1k=1

n n
1ABI® < ). (Z A?k)
i j=1\k=1

i=1j

£ai)-|
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Exercice 4.3

1. On prouve les différents points :
— existence : la fonction ¢ — x + ty est continue sur [0, 1] et est donc bornée. Cela donne 'existence de N((x, y))
— positivité : immédiat
— caractere défini : si N((x, y)) = 0 alors pour tout ¢ € [0,1], 0 < |x + £y| < 0. Ainsi la fonction affine £ — x + ty est nulle est x = y =0 (on
peut prendre des valeurs pour £, par exemple 0 et 1).
— homogénéité :si 1 e R,
sup |Ax+tAyl= sup |Allx+tyl=I|Al sup |x+tyl,
t€(0,1] t€[0,1] t€[0,1
puisque || = 0.
— inégalité triangulaire : soit (x, y) et (x', ") deux éléments de R?. Pour tout ¢ € [0,1], on a

I+ x)+ e+ YN < lx+tyl+ 13"+ 1| < N(x, ) + N, ).
Cela étant valable pour tout ¢ € [0,1], on a bien N((x, y) + (x', y)) < N((x,y)) + N((x', y")).

Lapplication est bien une norme.

2. On détermine la boule fermée (plus facile avec les bornes supérieures) unité. On a N((x, y)) < 1 si et seulement si, pour tout ¢ € [0,1],
|x+ ty| < 1. Les valeurs extrémes de x + ty sont en 0 et 1 si bien que N((x, ¥)) = max(|x], |x + y|). Ainsi (x, y) est dans la boule fermée unité
si et seulement si [x| < 1et|x+ y|<1.On trace les bords du domaine x = +1 et x+ y = £1. La boule est a 'intérieur.

3. Pour se donner une idée des constantes, on essaie de placer les différentes boules unités les unes dans les autres. Si on a deux normes Ny
et Ny :larelation N1 < N donne que B, (0,1) < By, (0, @) etréciproquement. On cherche le plus petit a > 0 tel que B, (0,1) = By, (0, @)
ce qui donnera la meilleure constante telle que N7 < N». Il n'y a alors plus qu’a le démontrer. ..

Exercice 4.4

1
1. Onintroduit ®: (f, g) € E2 — f(0)g(0)+ f f'(0g' (1) dt. Nl est clair que ® est une forme bilinéaire symétrique et positive. Montrons qu’elle
0

1
est définie. Soit f un élément de E tel que ®(f, f) = 0. On a alors O(f, f) = £(0)2 +f f’z(t)dt = 0. Cela donne £(0) = 0 et, puisque f'2
0

est continue et positive sur [0,1], f’ = 0. Ainsi f est constante, et donc nulle puisque f(0) = 0. Ainsi, ® est un produit scalaire et N est la
norme euclidienne associée.
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t
2. On écrit que pour tout ¢ € [0,1], f(£) :f(0)+f f'(u)du, ce qui donne
0

rol=ls0l+ [ 17 w] duz o]+ [ w] au

On sait que pour a et b réels, ona ab < %(az2 +b%), et on en déduit que (a + b)? < 2(a? + b?). 1l vient alors

(lf(0)|+f01 If’(t)ldt)zsz(lf(0)|2+(f01If’(t)ldt)z).

D’autre part on a, d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

1 2 1 1 1
(f If'(t)ldt) sf dt-f f’(t)zdt:[ fl?dt.
0 0 0 0

1 1
D'ott |f(0)|+f |f'(n]dr< \/§¢|f(0)|2+[ |f'|* dt, et donc pour tout £ € [0, 1] | £(1)| < VZN(f), ot
0 0

o S V2N(f).

N n
3. Utilisons la suite de fonctions de I'énoncé : pour n> 1, on a | fu |, =1 et N(fy) = —=2=.0Ona (fn) _

lim = —
2n-1 n=+ || fuloe  V2n-1

= +4o00. Les

normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 4.5

On vérifie assez facilement l'existence, la positivité, 'homogénéité et 'inégalité triangulaire. Il reste le caractere défini. On a N(Q) = 0 si et
seulement si Q s’annule en chacun des xj.
— sip+1>n(oup=n)alors N(Q) =0 entraine Q = 0. On a bien une norme,
p

— si p<n:onconsidere le polynome Q = H (X —xp). Il est de degré p +1 < n, non nul et N(Q) = 0. On n'a donc pas une norme.
k=0

Exercice 4.6

Supposons qu'’il existe x € E, non nul, tel que Nj (x) < N2(x). On note y = x/ N2 (x). On a alors N1(y) < N2(y) =1donc y € By =By d'ot N2(y) < 1
ce qui donne une contradiction. On fait de méme si N (x) < Ny ().

Exercice 4.7

1 1
— existence : pour tout 7 €V, les intégrales I, = f f(n¢"dr existent (fonctions continues sur [0,1] et, pour tout 7 € N, U foe"de| <
0 0

1
f | f(#)|dz. La borne supérieure existe.
0
— Ona, pour LR,

1 1
N(/lf)=sup{U(; Af(nt'de j(;f(t)t”dt

;nEN}=sup|7L|{ ;nEN}=|/1|N(f).
— sineNet f,g€E,
SN()+N(g

1 1 1
f Af+g)(ne"dt| < f Af(t)t"dt+f Ag(nt"de
0

Cela étant vrai pour tout n € N, onaN(f+g) <SN()+N(g.

— Si N(f) =0, alors, pour tout n €N, f /lf(t)t”dt—oetpourtoutpolynomePe[R[X],f Af()P()dt = 0. Il existe une suite de polynome

Py, qui converge vers f pour la norme infinie, alors

Ulfz(t)dt—flf(t)Pn(t)dt <|fllo I £ = Pnl
0 0 & oo’

1
de limite nulle lorsque n tend vers +oo. Cela donne f fz(t)dt =0etf=0.
0

Exercice 4.8

1. Pour la premiére norme, c’est du cours. La norme N est bien définie (la suite (u;,+1 — 45) est bornée) et positive. Si N(u) = 0 alors la suite
u est constante. Puisque up = 0, la suite est nulle. Chomogénéité et I'inégalité triangulaire se montrent de facon standard.

2. Pourtout n €N, |up+1 — Ul < 2Noo(u), donc N(u) < 2Noo (u).

3. On cherche a montrer que Noo/N n'est pas bornée : par exemple un cherche une suite de suites w®) telle que N( u®) =1 et Noo ()

(k) (k) _

tend vers +oo lorsque k tend vers +oo. On considere la suite ub telle que u,” =nsin<ketu, =ksinz=k(ellemontedelenl et
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arre ) " i bi i Neo™)
s’arréte au rang k). Alors N(u'") =1 et Noo(u'") = k, si bien que lim

—————— = +00. Les normes ne sont pas équivalentes.
k—+oo N(u®)

Exercice 4.9

1. On propose deux méthodes :
— l'inégalité est vraie sil'un des réels est nul. On suppose que les deux sont strictement positifs. On écrit alors

ap=@”)'Ppntia.
En prenant le logarithme, on a
1 1
In(ap) = = In(a”) + —In(69).
B » p B

Puisque la fonction logarithme est concave sur R} et que % + % =1 (avec des termes positifs), on a
p q 1 1
ln(a— + A = —In(a”) + — In(g9).
p 9 p q

Cela donne le résultat par composition par la fonction croissante exponentielle.

p
— on fixe f > 0. On pose f(a) = aff— % pour & = 0. La fonction est de classe €1 sur R%, de dérivée f'(a) = f— aP~1. La fonction est

1
nulle en 0, de limite —oco en +oo et posseéde un maximum global lorsque a = f7~1. On calcule la valeur en ce point :

FB7T) =BT — 7T = pPT -y = 2

=

2. On se place dans le cas indiqué. Pour tout ¢ € [a, b], on a
1 1
If(DIg@D] < Zlf(t)lp + Elg(t)lq.

En intégrant entre a et b, on obtient
b 1 .
<| Ifolgldts—+—=1.
I, 1,1

b
U Fognd
a

1/p 1/q

b b
De le cas général, on note I1 = (f If (1P dt) etlp = (f lg(n1? dt) . Sil'une de ces intégrales est nulle, alors la fonction corres-
a a

pondante est nulle et 'inégalité est vraie. Sinon on consideére f = e On a

b _ 1 b
flf(t)l’”dtzb—. FOPdr=1.
“ flf(t)l”dt
a

On a le méme résultat pour la fonction g = g/I>. On applique le résultat précédent, ce qui donne

<1,

b
f Fgnde
a

b _ J 1
ngwdet|=——
faf()g() ‘ o

ce qui donne < I1 I, c’est-a-dire le résultat.

b
f fngwde
a

3. On utilise I'écriture conseillée, on obtient alors

b b b
f|f+gl”<f |f|.|f+g|P‘1+f gllf+glPL.
a a a

On applique I'inégalité de Holder a chacune des deux intégrales. La premiére donne

b b p, b
f|f|.|f+g|”‘1s(f If(t)l”dt) (f If(t)+g(t)|(’”_”"dt)
a a a

Puisque 1/p+1/qg=1,soitpg=p+q,ona(p—1)q=pq— q=p. Celadonne la majoration

Lb|f|.|f+glp’1 < (fabmmpdr)up (Lb|fm+gm|l’ dt)

1/q

1/q

De méme,
1/q

b b Up, .p
f|g|.|f+g|”‘1<(f Ig(t)l”dt) (f If(t)+g(t)|’7dt) ,
a a a

fablf+g|’”s ((Lb|f|'”)“p+(Lh|g|p)””)(Lb|f+g|p)1/q.

1/q
1

, ce qui donne, en utilisant 1 — G= %

ce qui donne en ajoutant,

b b
Si f |f+glP = 0'inégalité cherchée est vraie, sinon, on peut diviser par ( [ If +gl” , larelation.
a a
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b
4. Lapplication est bien définie et positive. Lhomogénéité est immédiate. Si [ |f1P = 0, puisque | f| est continue et positive, alors f est
a

nulle. Linégalité triangulaire est prouvée au dessus.

Exercice 4.10

. i0 el 41 10,12 s (0 - i 1 4 i
On écrit z;; = rpe'’n. On a alors z;4+1 =T1p, S| =men cos(T”). On obtient les relations 6,41 = ze,, etrp+1 =Tn cos(T”). On obtient

facilement 6, = 3—2 et

8o sin(@/251)  sin(6p) sinfp

— =70 =105 ~ 0o
(zk) k=1 2sin(0y/25) 2"sin(0g/2™) n—+oo " 20y /2"

n
rn=ro [] cos
k=1

sinfg
6o

On en déduit que lim z,=rg
n—-+0o

Exercice 4.11

1. Ona P;l(x) =nx"1t1et Py, est strictement croissante sur R*. Puisque P, (0) = —1 et nlirP P, (x) = +00, on en déduit I'existence d'une
—+00
unique racine positive x,. On remarque également que Py (1) =2—-1=1, on adonc x5 €]0,1[.

2. Ona Py (xp) = XM+ x, — 1 < x* — x, +1 = 0. Ainsi Py 11 (xp) < 0 et Pyy1q (xp41) = 0. Par croissance de Py, 1, on obtient xp, < x41 etla
suite (x) est strictement croissante. Puisqu’elle est majorée par 1, elle converge vers ¢ €]0, 1]. Supposons ¢ < 1. Pour tout n € N*, x,, < ¢
et x)! < 0", ainsi lir_{l X} = 0. Puisque Py, (xy;) = 0 pour tout n € N*, un passage a la limite donne 0+ ¢ — 1 = 0 et une contradiction. On en

n—+o0o

déduit que £ =1.

Exercice 4.12
1. On montre les proposition par récurrence
2. On cherche des solutions sous la forme . Une telle suite (), avec r # 0, est solution si et seulement si 72 = r + 1. Cela donne r = 1 iz\/g.

n n
Il existe donc «a et  tels que, pour tout neN, u, = a 1 +2\/§) +p ( 1 _2‘/5) . On détermine alors « et § avec ug et uj :

1+V5 1-v5
5 )+ B( 3

a+pf=1letal )=1

. Finalement

Cela donne a =

1+‘/§etﬁ=—12_\/‘é§

n+1 n+1
1 1+vV5 1-v5
VneN,u,=— —\/_ - v5 .
V5 2 2
n+1
1+v5
3. Ona1_2‘/551—1,0[et1+2—‘/§>1d0ncun ~ L(“’2—‘/5) et lim “2ntl_ \/—.
n—+oo /5 n—+oo up 2

4. (a) Ona vp =2 etainsi v2 = v] = vy. On montre par récurrence, la propriété & (n) : « pour tout k € [0; n]], vy, = vy ». La propriété est
vraie aux rangs O et 1. Si elle est vraie a un rang n = 1, alors

a a
Un+2 = VUn+1 =V —Vp1
oI Vpy41 = Uy = Upy—1 > 0 etla fonction x — x est croissante sur RY. On a donc vy, 42 = v,41. Par récurrence, on obtient le résultat.

(b) Une éventuelle limite vérifie £ = 2¢% d’ot 1% =2 et ¢ = 21/(1-a)

(c) sia€]0,1[alors1/(1—a)>1et ¢ >2.0On montre par récurrence que v, < ¢ pour tout n € N. C’est vrai pour les rangs 0, 1 (et 2). Si pour
un certain n € N, on a vy, et v, inférieurs a £ alors vy42 <2¢% = ¢. La suite est croissante, majorée par ¢ et converge. la seule limite
possible étant ¢, elle converge vers ¢.

(d) Sia>1alors1/(1—-a)<0et?<1.Lasuite étant croissante, si elle convergeait, elle le ferait vers ¢ = v, = 2. La suite diverge vers +oo.

Exercice 4.13

— Soit f: x — e¥+ x. On montrer que [ est strictement croissante sur R et réalise une bijection de R sur R. Cela donne 'existence et
I'unicité du réel x,, avec, de plus, x, = f 1 (n) (relation importante - on trouve plein de propriétés avec elle). Puisque liIP f “1(x) = +o00
X—+00
(bijection réciproque de f qui tend vers +oo en +o00), on en déduit que liT Xn = +o00. On peut également montrer, puisque f et donc
n—+oo

f 1 sont croissantes, que (xj) est croissante (par vraiment utile mais bon).
— Puisque x, est de limite infinietque x= o0 e*,onan=e"+x,; ~ e Leslimites étant infinies, on peut composer par le
X—+00 n—+oo
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logarithme, si bien que x, ~ Inn.
n

—+00

— Onécrit x, =Inn+y, avec y,, = o In n. On reporte dans I'équation. Cela donne
n—+oo

elnn+yn +Inn+y,=n=ne’ +Inn+y,.

Onadonc n(l-e¥” =Inn+y, ~ Innetl-e¥r lnTn’ de limite nulle. Cela donne d’une part le fait que y; tend vers 0, puis
n (e 9]

— n—

1-e¥n ~ —y,. Finalement ~ -lnn
n—too /" Iy e 0
— Onrecommence avec X, =Inn— Inn +zpaveczy= O Inn ... mais ca devient pénible. On trouve z ~ ln_n.
n n n n n n 2
n—+oo n—+oo p

On peut aussi transformer I'équation en x5 = In(n — x5) et effectuer le méme genre de calculs, mais cette fois en un peu plus simple

Exercice 4.15

1. (@) Puisque G n’est pas réduit a {0}, il existe un élément non nul dans G. Si cet élément x € G est strictement négatif alors —x € G et ainsi
G contient un élément strictement positif. Ainsi GN R} est non vide, minoré par 0 et admet une borne inférieure.

(b) Supposons que a ¢ G. Il existe un élément b €]a,2al et b € G. Puisque b > a, il existe un élément c € a, b[ avec c € G. Alors b—c € G,
b—c>0etb—c<2a-a= a.Celacontredit la définition de a. Finalement a € G. On montre par récurrence que, pour tout 7 € N,
n.a € G et par symétrie, aZ c G. réciproquemet, soit x € G. Il existe ne Ztelque nas x < (n+1)a.Alors x—nac Get0 s x—na<a.
Ainsix-na=0etxeaZ.

(c) Soit € > 0. Il existe y € G et y €]0, e[. Pour tout x € R, il existe n€ Z tel que ny < x < (n+1)y. Alors z=ny € G et |x — z| < €. Pour tout
xeR, £>0,il existe z € G tel que |x — z| < €. Ainsi G est dense dans R.

2. On considere G =0Z +2n7Z = {n@ +2mmn,(n,m) € ZZ}. G est un sous-groupe additif de R. Supposons qu’il est discret, sous la forme aZ.

11 existe alors kj € Z tel que 6 = kya et ko € Z tel que 27 = kpa. Alors % = 2% € Q ce qui est une contradiction. Le sous-groupe G est
donc dense dans R. De plus sin(n6 + 2mm) = sin(n0) si bien que {sin(n@ +2mmn),(n,m) € ZZ} = {sin(n#), n € Z}. Puisque G est dense dans
R, sin(G) est dense dans sin(R) = [-1,1].

3. Le principe : on fixe x et € > 0, on choisit ng tel que |u,+1 — Uyl < € si n = ng, on descend sous x puis on remonte jusqu'a dépasser x
pour la premiere fois... soit x € R et € > 0 et np comme au dessus. Il existe p € N tel que up, — vp < x puisque lirP Upy — Vp = —00. On
p—+oo

considere alors la suite (i, — Vp)n=n,- Cette suite diverge vers +oo. Considérons le premier entier ny = ng tel que z = uy, +1 — vp > x et
SOit y = Up, —Vp.Onay<x<zet|z—yl=|up +1 — Un | <ée. Onabien trouvé un élément de h € H tel que |x — h| < €. Lensemble est
dense dans R.

4. On applique alors le méme principe qu’au dessus avec uy, = 7v/71 et vp = 2pm (on a bien uy,11 — uy de limite nulle).

Exercice 4.20

1. La fonction ¢ — |P(£)Q(?)| est continue et positive sur [—1,1] d’olu I'existence et la positivité de Ng(P). Une fois cela fait, on utilise les
propriétés de la norme infinie sur [—1, 1] pour obtenir :
— Ng(P)=0<[PQll =0« PQ=0< P=0puisque Q n'est pas le polynéme nul,
— NQP) =lIAPQl = IAIIPQllo = AN (P),
— NP1+ P2) =[P1Q+ P2Qlloo < 1P1Qlloo + 1P2Qlloo = N (P1) + N (P2).

2. Supposons que Q ne s’annule pas sur [-1,1]. Il existe m, M > 0 tels que, pour tout ¢ € [-1,1], m < |Q(#)| < M et ainsi m|P(1)| < |PQ(?)| <
M|P(1)|
— pour tout £ € [-1,1], |PQ(#)| < M|P(#)| < MN; (P) donc No(P) < MN1(P)
— pour tout 7 € [-1,1], m|P()| <|PQ(#)| < N (P) donc mN; (P) < Ng(P)
Dans ce cas les normes sont équivalentes.
Supposons maintenant que Q s’annule en a €] — 1,1[ (le principe est le méme si c’est en +1 avec une gestion du c6té). On a toujours
NQ (P) < M N1 (P). On va construite un polynome P telle que Nj(P) = [|Plloo =1 et NQ (P) aussi proche de 0 que souhaité. On se donne
€ > 0. Puisque Q(a) =0, il existe > 0 tel que I = [a—1, a+n] < [-1,1] et, pour tout £ € I, |Q(f)| < . Soit R=1—-A(X — a)? avec A >0.0na
R(a) =1 et R< 1. On prend A suffisamment petit de sorte que R(1) = 1 — A(1 — @)% et R(~1) soient positifs. On a alors pour tout ¢ € [-1,1]
avec t # a, 0 < R(#) < 1. On note alors P;, = R". On a alors

NQ(Pn) < sup [PpQ)|+sup|PrQ()<sMQ1 —/1772)” +E.
te[-1,1]\1 tel

) N4(P o

sur [-1,1]\], R et P sont maximaux en a 7). Il existe donc ng tel que N (Pp, < 2¢ et % < 2¢. On a donc la non-équivalence des
1o

normes.

Exercice 4.21

1. On fixe n € N. Si la suite (un) n=n, €était bornée alors la suite (1) 4en le serait aussi (il n'y a qu'un nombre fini de termes avant np). On a
donc Uy, = +oo pour tout n € N et limsup uy = +oo.

2. la suite est bornée - ainsi Uy, et V; sont définis pour tout n € N.
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(a) Puisque {uy, k=n+1} c{ug, k= n},ona U4 < Uy. Lasuite (Uy) est donc décroissante. Elle est minorée par tout minorant de u. On
en déduit qu’elle converge. De méme (V};) ;e est croissante et majorée donc converge.

(b) Avecles notations précédentes: soit N € N. Pour tout n = N, u, < v, < Vi, < V. Ainsi Uy < Viy. Cela étant vrai pour tout N, 'existence
des limites donne limsup u; < limsup vy,.

(c) Soit ¢ une valeur d’adhérence de la suite et 1 une extractrice telle que lim L Uy(n) = §- Soit N € N. Soit ng tel que y(ng) = N. Par
croissance de v, pour tout 1 = np, on a y(n) = N et ainsi uyp) < Un. On en dedult lorsque n tend vers +oco que ¢ < Upy. On a dong,
pour tout N € N, ¢ < Uy donc ¢ <limsup u;. De méme pour 'autre inégalité.

(d) Silimsup u; =liminf u; = ¢, alors la seule valeur d’adhérence de u est ¢. La suite étant bornée, elle converge vers son unique valeur
d’adhérence. Réciproquement, si nhrf up =¢.0n se donne ¢ > 0. Il existe un entier ng tel que, pour tout n = ngy, uy < +¢.Onen

—+00
déduit que Uy, < ¢ + € et par décroissance de la suite U, sa limite est aussi inférieure a £ + ¢. On a donc limsup u, < £ + ¢ pour tout
&> 0donclimsup uj, < ¢.Delaméme facon, liminf u;, = ¢. En combinant avec I'inégalité entre limsup etliminf, on en déduit qu’elles
sont toutes les deux égales a ¢.

(e) il reste a montrer que a = limsup u, est une valeur d’adhérence de la suite u et pour cela, on doit construire une extractrice v telle
que lim uy () = a. On va construire ¥, strictement croissante, telle que qu,(n) al < 1 7 (par exemple). On peut choisir ¥(0) = 0. On
suppose avoir construit ¥(0) < y(1) <... <y(n—1) avec uy k) —al < pour k allant delan-1.0nnote N =w(n-1). Il existe
m>NtelqueasUpy<a+ % Par définition de Uy, il existe k = m tel que uy = Um - l =za- ﬁ. On a également, puisque k = m,

rsUns<a+ % On adonc construit un entier k = m > N =w(n—1) tel que |ug—al < ﬁ. On note y(n) = ketonabieny(n) >w(n-1)
et |ty —al < 5

3.(@ Onam=gn+r=(g-1n+(n+r).Onadonc Uy < Ug-1)n + Un+r. On montre par récurrence simple que u(g-1), < (¢ — Duy. Cela
donne le résultat.

(b) On a par récurrence uy, < m.uj donc Um < up. La suite (qu)

T est majorée, ce qui suffit pour définir sa limite supérieure. On fixe

meN*
neN* et on reprend la division euclidienne de m par n: m=gn+r.Ona u?m(q —Dun+ up+r. Ainsi

Um q—lu +un+r

m
On note M = max(uy, Up+1,..-, U2p—1).- Onam= (g —1)n donc q % On a donc, pour tout m =2n,
Um _Un M
m n m
Puisque hm 2 = = 22 les résultats précédents (comparalson des limsup et égalité avec la limite en cas de convergence),
+00 n m n
donnent hmsup W < u" . On adonc montré que llmsup =1 ¢tait un minorant de la suite ( ) On a donc hmsup < 11m1nf

Sachant qu'on a l'autre lnegahte, on obtient I'égalité et la convergence.
)
4. Notons 7, I'ensemble des chemins simples issus de (0,0) de longueur n + 1.
— Tout d’abord, I'ensemble des suites (xg, X1,..., Xz) telles que xp = (0,0) et, pour k € {0,...,n—1}, xp, 1 — Xk € {(1,0), (0, 1)}, est une partie
de 7, de cardinal 2", tandis que le nombre total de n-chemins issus de (0,0) est égal 24", ona 2" < A, <4”
— Lapplication qui a x € 7,4, associe le couple (y, z) € o}, x Sy, ol

Vke[0,n],yr=xr, Vke[0,m],zx=xpst—Xn

est clairement bien définie et injective. Donc Ay4+m < A Am etlasuite (In(Ay));, est sous-additive. De plus, d’apres le premier point,

2< ln(# < 4. D’apres les parties précédentes, la suite (ln(#)n converge vers un certain y € [2,4].
In(A
— Enfin, on peut écrire, pour tout ¢ >y, lim An) _ t=y-1<0,donc
n—+oo n
A
lim In(Ap)—nt= lim ln—:: = —o0.
n—+oo n—+oo ¢

" - . . A , - N .
Par composition de limites avec '’exponentielle, on a IIT t—:: =0 et A, = 0(¢"). On montre I'autre limite de la méme maniére.
n—+00
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