SOLUTIONS

CHAPITRE 3 - CALCUL D’INTEGRALES

Exercice 3.1

on donne simplement une primitive (ajouter une constante)

a) %xz arctan(x) — %x + % arctan (x) sur R

b) % (1+ x2] (arctan x)2 — xarctan(x) + %ln[l + xz) sur R

c) —% sinxcos* x + %coszxsin2x+ % sin x. sur R

d) % arctan (%ex \/5) sur R

e) e*(2x2-3x+4) surR
3% .
f) o0 (cosx + 7sinx) sur R

X 1
5 + 5 arctan (x) sur R
21+ x2 2

h) %shxsin(Zx) - %chxcos(Zx) sur R
i) 2In(1+ /) sur R}

j) arcsin(x—1) sur ]0,2[

g

K %ln|x+2|— %ln(x2+2x+5)+ 1—10arctanxT+1 sur ] — oo, —2[ et sur ] — 2, +o0o|

2,42
In x“+Db
2(a2 - bz) (xz +a®

m) \/x2—5x+6+%1n‘2x—5+2\/x2—5x+6) sur | —oo,2[ et 13, +oo|

D

Exercice 3.2

a) In2-2+ % par intégration par parties.

b) —Z— par changement de variable « u = tan(x/2) ».
3v3? 8
2 1
) n(b+a) mise sous forme canonique et changement de variable pour se ramener a f V1 - u2du puis changement de variable « u =

-1
sint» (ou les deux en une seule fois) - on peut aussi I'interpréter comme l'aire d'un demi cercle de diametre b — a... mais est-ce une
preuve?

Exercice 3.3

La fonction est définie et continue sur R\{—1}. On travaille sur un intervalle contenu dans cet ensemble. On integre par parties pour a et x dans
l'intervalle (C désigne une constante « générique » - ce n’est pas toujours la méme)

dr+C

xln(t2+4t+5] ln(x2+4x+5) X 2t+4
I(x)=f —dr=- +f
a 1+ x+1 a (t+1)[t2+4t+5)

On décompose 2X2+ 4 en éléments simples :
(X+1)(x2+4X+5)
2X+4 1 1+X
X+ (X2 +ax+5) X+l X2+4X+5
et

Ix)=In|x+1|- +C

ln(x2+4x+5) X of+1
x+1 fa (t+2)°2+1
Pour terminer le calcul, posons t+2=u:

X 1+t x+2 ~1 1 xX+2
f —zdt:[ u2 dt:[—ln(u2+l)—arctant
a (t+2)°+1 a+2 u“+1 2 a+2
D’oli:
x+3 2
I(x)=- ln(x +4x+5)+ln|x+1|+Arctan(x+2)+C
2(x+1)
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SOLUTIONS

Exercice 3.4

les fonctions qui apparaissent sont de classe %! sur [0,1/2]. Cela permet d’intégrer par parties :

2

1/2 1/2 1/2 X
I:f arctanV1—x2dx = [xarctan\/ 1 —xZ] +f —  dx
0 0 Jo Vi-x21+1-x%

dx

V3 fllz x2
0

1
—arctan — + _—
2 2 V1-222-x%

On effectue le changement de variable « x = sin u» ou « u = arcsin(x) » :
du

f”z x? d fﬁ sin” u
= dx = > v
0 \/1_x2(2_x2) 0 2-sinu

02
Puisque I'expression « %du » est invariante en remplacant u par u+ 7, on peut effectuer le changement de variable v = tan u. Cela donne,

2—-sin“u
avec sin? u = tan® ucos? u = m—nz,
1+tan”u
1 v* 1
T2 1l — 1 2
sin“ u 1 v
fG—zdu = f\/gH—v_zdy:f\/gﬁdy
0 2-sin“u 0 9 v 1+v 0 1+v9)2+v7)
1+02
On décompose en éléments simples :
v? 2 1

A+19)2+1?) 2+ 1402
et enfin

1 2 1 1
f\/g ﬁdy: v2arctan — — arctan —
0 A+HEe+vd) V6 V3

On trouve alors

172 — 1 V3 1 =
f arctanV'1l-— xzdx = —arctan — + \/Earctan _— =
0 2 2 V6 6

Exercice 3.5
1
— six <0, alors I(x) :f xdt=x,
0

1 1
— six= l,alorsl(x):f tdtzz,

— sixe[0,1], alors

X 1 X2 2
I(x):f tdt+f xdt=—+x(1-x)=x— —
0 x 2 2
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